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CAPITOLUL 1

Varianta 91

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1.

a & b

. Diagonala cubului cu muchia de lungime 4 cm are lungimea |4 V3 |.

22:2=4:2=|2]

Dintre numerele 2 = —18 si b = —20 mai mare este numarul .
: . < 2
Ecuatia 2x — 1 = 1 este echivalenta cu 2x = 2, de unde x = 5= .

Cel mai mic numar natural de trei cifre divizibil cu 3 este numarul [102]
Reamintim ca un numar este divizibil cu 3 daca si numai daca suma cifrelor
sale este divizibila cu 3.

Suma unghiurilor unui triunghi fiind egala cu 180°, daca doua dintre unghi-
urile triunghiului au masurile 75° si 30°, atunci al treilea unghi al triunghiului

are masura 180° — (75° + 30°) = 180° — 105° =[75°].

. Masura unghiului inscris intr-un cerc este egala cu jumatate din masura ar-

cului de cerc pe care 1l subintinde. Prin urmare, masura unghiului inscris
[e]

= [30°]

- - o o 60
intr-un cerc care subintinde un arc cu masura 60° este egala cu

2. Subiectul II.

Rezolvare.

9.

10.

[D]: Media geometrica a numerelor 2 = (V2 —1)- (V5 +1)sib = (V2 +1)-
(V5 —1) este egald cu

Vab \/(«/5—1)(\/§+1)(«/§+1)(«/§—1)
\/(\6—1)(\5+1)(«/§+1)(«/§—1)
JIOV22 - 2I[(VB - 12] = Y2 - DG -1) = 2

: Fie n numarul natural care impatrtit la 2, 4 si 5 da caturile nenule g, ¢,
Si respectiv g3, iar restul 1. Conform teoremei impartirii cu rest avem relatiile
n=2q+1,n=4q +1sin=>5q+1, care sunt echivalente cu n — 1 = 2q;,
n—1=4q, sin—1 = 5g;. Deci n—1 este un multiplu comun al lui 2, 4 si 5. Cel

3
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mai mic numar natural # — 1 cu aceasta proprietate este c.m.m.m.c(2,4,5) =
20. Prin urmare, n — 1 = 20, de unde n = 21.
11. [A]: Pagep = AB + BC + CD + DA. Cum BC + CD = 3 si AB = DA, avem

Pasco —3 11—
Pagcp = AB+3+AB sau Papcp = 2AB+3, de unde AB = —252 5 _ 5 _

g 2 2

§:4cm.

. 11 3 43 1 3 1+3
12..sm30-cos60 +sm60-cos30—§-§+7-7—Z+Z—T—1

3. Subiectul III.

Rezolvare.
13. a NotaJatezé _ 45678910
| “INumardeelevi| 345|763 2
b. Numarul total de elevieste 3+4 +5+ 7+ 6 + 3 + 2 = 30. Media notelor

este

3:4+4-5+5-6+7-7+6-8+3-9+2-10 206
30 ~ 30
Cu o aproximatie de 1 sutime prin lipsa, media este .

= 6,8(6)

Ficura 1. Exercitiul 13.

14. a.
b. Faptul ca graficul functiei trece prin punctele A(2;0) si B(0;4), revine la

f2)=0 © a-2+b = 0
f0)=4 © a-0+b = 4

4
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15.

Din a doua relatie, avem b = 4. Substituind Tn prima relatie obtinem
20 +4 = 0, sau 2a = —4, de unde a = 2. Astfel functia este f(x) =

—2x+4]

. Proiectia lui D(2,-2) pe axa Oy este punctul C(0,-2), iar patrulaterul

ABCD este un trapez dreptunghic cu bazele paralele AD si BC, iar CD L
BC. Lungimile bazelor sunt BC = 2 +4 = 6 si AD = 2, iar lungimea
(AD+BC)-CD _(2+6)-2 _[5]

inaltimii CD = 2. Aria trapezului este > = >

Ficura 2. Exercitiul 15.

. Baza paralelipipedului este patratul ABCD, cu latura de lungime AB = 8.

Atunci diagonala bazei are lungimea AC = 8V2. Conform teoremei
lui Pitagora aplicata n triunghiul dreptunghic A’AC (AA” L (ABCD) =

AA’ 1 AC), avem A’'C = VACZ+ A'A? = J(8V22+62 = V164 =
2441,

. F|e M pr0|ecpa lui O pe A’C. Cum A’AC = OMC (unghiuri drepte) si

A'CA = OMC, rezulti ca triunghiurile A’AC si OMC sunt asemenea.
- . AA”-OC _ 6-4V2 [12+82
AA”  AC ' - AC o1 |41

Atunci

. Deoarece A’A L (ABCD) si AO L BD, conform teoremei celor trei

perpendiculare, A’O 1 BD. Similar se demonstreaza ca C'O 1L BD.
Cum intersectia planelor (A’BD) si (C’'BD) este BD, iar A’O c (A’BD) si
C'O c (C’BD), rezulta ca unghiul dintre planele (A’BD) si (C’'BD) este
A'OC.



23-5-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

Cu teorema lui Pitagora aplicata triunghiului dreptunghic A’AO, avem

A0 = VAAZ+AO? = 62+ (4V2)2 = V68 = 217. La fel se cal-
culeaza C’'O = 2V17.
Fie O’ mijlocul lui A’C’. Atunci OO’ este Tnaltime a paralelipipedului, deci
A'C'-00"  8V2-6 _
2 2 -
A’O-C'O-sin A’OC’
5 :

are lungimea 6 cm. Aria triunghiului A’OC’ este

24 /2. Pe de alt parte aceasi arie poate fi exprimata sub forma

2.24V2  48V2  |12V2
A'O-CO  2417.2V17 17 |

Astfel obtinem sin A’OC’ =
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CAPITOLUL 2

Varianta 92

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1.9+3:3=9+1=[10|

Ecuatia x — 2 = 9 este echivalent cu x =2 + 9, sau x = |11/,

Cum 28 = 5-5 + 3, restul impartirii lui 28 la 5 este egal cu .
Cum12=3-2?si18 =2-3% avem c.m.m.d.c(12,18) =2 -3 = @

Notam coarda de lungime 8 cm cu AB, O centrul cercului Si cu M proiectia

lui O pe coarda AB. Avem de calculat lungimea lui OM. Cum AO = OB,
. . . N . o . AB
triunghiul AOB este isocel si Thaltimea OM este si mediana, deci AM = - =

akrwn

8 A . .~ . .
5= 4 cm. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic AMO avem

MO = VAO? — AM? = V52 — 42 = \25-16 = V9 =[3]cm.

6. Cum hexagonul regulat se imparte n 6 triunghiuri echilaterale de latura egala
cu lungimea laturii hexagonului, aria hexagonului regulat este egala cu de 6
ori aria unui triunghi echilateral de latura 4 cm. Deci, aria hexagonului este

42
6- 4\/5:6-4\/_: 243 |em?.

4ntrd 4193
7. sterzi:Lr: & =4n-81-3=7"cm3-

8. Fetele laterale ale prismei sunt 4 dreptunghiuri, fiecare cu aria de 5 -2 =
10 cm?. Atunci aria laterala a prismei este A, = 4 - 10 = |40 |cm?.

2. Subiectul II.

Rezolvare.
9./C|:Dacd M = {3,-2,1,0,2)siP = {x € Z| -2 < x <2} = {-1,0, 1,2}, atunci
MnNP={0,1,2}.
10. [C]: f(0)=3(0-2)+5=—6+5=—1.
11. . Fie ABCD trapezul isocel cu baza mare AB si baza mica CD. Fie E
AB-DC 16-10 6

proiectia lui D pe AB. Atunci AE = = - =3cm. In
2 AE 2 2 AE
triunghiul dreptunghic AED avem cos DAE = ==, de unde AD = =
AD cos 60°
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=] W

= 6 cm. Trapezul fiind isoscel avem si BC = 6. Atunci Papcp = AB + BC +

2
CD+DA=16+10+2-6 =26+ 12 = 38 cm.

12. . Ipotenuza triunghiului dreptunghic este diametrul cercului circumscris
triunghiului dreptunghic, deci raza cercului circumscris triunghiul dreptunghic

. 24
dat este egala cu 5 = 12 cm.

3. Subiectul III.

Rezolvare.

13. a. Temperaturile din cele patru zile au fost
Ziua I Il I Y
Temperatura | -5°C | =3°C | =1°C | 1°C

® ® ® ® ®
-5°C -3°C -1°C0°C 1°C

Ficura 1. Exercitiul 13.

b. Media aritmetica a temperaturilor este

(=5) + (—3zl+ D+1 _ —I8 _

14. a. Discriminantul ecuatiei de gradul doi x> +2x—35 = 0 este A = 22-4-35 =
4 + 140 = 144, iar radacinile

-2+ V144 -2+12 10
= :—:

1.5 T T T 2

-2-v144 -2-12 -14
Xy = = 5 = 5 :

b. Folosind punctul (a), exp%eslia E(x) poate fi descompusa in factori sub
forma E(x) = (x — 5)(x — (=7)) = (x = 5)(x + 7). Atunci pentru n € Z,
E(n) = (n — 5)(n + 7) este numar natural prim doar cand unul din factori
este +1 iar celalalt este numar prim. Distingem cazurile
en—-5=-1=2n=4,E4)=(-1)-11=-11¢ N
en—-5=1=n=6,E6)=1-13 =13 numar prim
e n+7=-1=n=-8, E(-8) =(-13) - (—1) = 13, numar prim
en+7=1=>n=-6,E(-6)=(-11)-1=-11¢ N

In concluzie, n € .

c. Pentru x € Z, daca E(x) = (x—5)(x +7) este divizibil cu 3, unul din factori
se divide cu 3. Dar, cum (x +7) — (x — 5) = 12, daca unul dintre numerele
intregi x + 7 si x — 5 este divizibil cu 3, atunci si celalalt este divizibil cu 3.
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Cum ambii factori din descompunerea lui E(x) sunt divizibili cu 3, rezulta
ca E(x) este divizibilcu 3-3 = 9.

\Y
)
E
F
D
Qe =
9
< M
¢ @)
c ®
P )
A
Ficura 2. Exercitiul 15.
15. a.
b. Fie M mijlocul lui AB. Cum OM este apotema triunghiului echilateral
AB 12 A L
ABC, avem OM = V3 = V3 = 2/3. Aplicand teorema lui Pitagora

triunghiului dreptunghic VOM obtinem lungimea apotemei piramidei VM =

VVO2 + OM? = 62+ (2V3)2 = V36 +12 = V48 = 4/3. Aria laterald

(semiperimetrul bazei inmultit cu apotema) este atunci

%-4\/—: 724/3

c. Cum DE este linie mijlocie itriunghiul VAB, avem DE || AB. Dar o
dreapta paralela cu o dreapta dintr-un plan este paralela cu acel plan.
lar AB se afla in planul (ABC). In concluzie DE este paralela cu planul
(ABC).

d. Determinam mai Intai muchia laterala a piramidei. Aplicand teorema lui
Pitagora in triunghiul dreptunghic VMA, avem VA = VVM?2 + AM? =

\J@V3)?2+62 = Va8 +36 = V84 = 2+21. In triunghiul dreptunghic

. o . . . VA
VOA, OD este mediana corespunzatoare ipotenuzei, deci OD = — =

2
V21. La fel se aratd ca OF = V/21.
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Fie P, respectiv Q intersectia planului DOE cu AC, respectiv BC. Cum
dreapta DE este paralela cu planul (ABC), rezulta ca DE || PQ. Fie F mi-
jlocul segmentului DE. Atunci OF fiind mediana intr-un triunghi isoscel,
este si Tnaltime. Rezulta OF L DE si de aici OF L PQ. Pe de alta parte
avem si AB || PO si cum OM L AB, rezulta OM L PQ. Atunci unghiul

dintre planele (DOE) si (ABC) este FOM.

Cum DE este linie mijlocie in triunghiul VAB, ea imparte Tnaltimea VM n
o s . 1% : . .

doua parti egale. Deci FM = - = 2 /3. Din acelasi motiv, avem DE =

AB . DE A i e :

-5 = 6. Atunci DF = - = 3. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul

dreptunghic DFO, obtinem FO = VDO? — DF? = 4/(V21)2 =32 = V12 =

2V3.

Am vazut deja la punctul (b) cd OM = 23, deci FO = OM = FM.

Triunghiul FMO este atunci echilateral, deci FOM = [60° ]

10
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CAPITOLUL 3

Varianta 93

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

. 4-5-4=20-4=|16]

2. Cel mai mare element al multimii A = {102,120,99,101,103} este egal cu
120 |.

|

3 Ding—iavem —g—l
' 5 25 Y754 |af

4. Dacd numarul 34x este divizibil cu 10 atunci x = [0].
5. Daca perimetrul unui patrat este egal cu 12 cm, atunci latura patratului este
< 12
egala cu 7 = LBem.
L S . N o 10-10 - sin 60°
6. Aria triunghiului echilateral cu lungimea laturii egala cu 10 cm este 251n =
V3
100 - 3= 3
5 2 :50.7\/— =253 | cm?.

7. A =n-r-g=n-3-4= 12| cm?
8. Volumul cubului cu muchia de 4 ¢ este egal cu 4° = | 64 cni®.

2. Subiectul II.
Rezolvare.
9. : EO)=Q2-0-1)*-2-0+1)*=(-1)*-1*=1-1=0.
10. : a= V3 +36= \/36(3+1): V36.4=3.2=27-2="54
11. : Fie ABCD rombul cu diagonale AC = 24 c¢m si BD = 10 cm, iar AC N

.. : . A 24 .
BD = {O}. Cum O este mijlocul lui AC si BD, AO = TC =5 = 12 cm, iar
BD 1 A . . A .
BO = - = 70 = 5 c¢m. In triunghiul dreptunghic AOB aplicand teorema lui

Pitagora avem AB = VAO? + BO? = V122 + 52 = V144 + 25 = V169 = 13 cm.
Prin urmare, perimetrul rombului este egal cu 4 - 13 = 52 cm.

12. @: Calculam mai intai masura unghiului A. Cum triunghiul ABC este isocel
cu m(B) = m(C) = 35°, avem m(A) = 180° — (m(B) +m(C)) = 180° — (35°+35°) =

11
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180° —70° = 110°. Fiind Tnaltime in triunghiul isocel ABC cu AB = AC, rezulta

BAC _ 110°
S22

ci AD este si bisectoare, deci n(BAD) = m(CDA) = = 55°,

3. Subiectul III.
Rezolvare.
13. a. Fie P pretul initial al telefonului. Dupa o saptaméana noul pret al telefonu-
lui este 90% din pretul initial P, adica %P. Dupa inca o saptamana noul

o 9 .. 9 9 81 . .
pgrfg este 90% din pretul de 1_0P’ adica Tl EP = 1OOP' Obtinem relatia

810-100 .
ﬁp = 810, de unde P = 8—1 =11000 |lei.
b. In cele doua saptamani telefonul a pierdut 1000 — 810 = 190 lei din pret,

. e 190 19
deci s-a ieftinit cu - = = = [19%]
14. a. Pentru f(x) =3x+6,avem f(0) =68i f(-2)=3-(-2)+6=-6+6 = 0.
Ecuatia 2f(x) — f(0) = f(-2) se rescrie 2(3x + 6) — 6 = 0 sau 6x + 6 = 0,

deundex:%6:.

f(x)=3x+6

@
O(0, 0)
Ficura 1. Exercitiul 14.

12
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C.
S = fO)+f(2)+ f(4)+...+ f(32)
6+B3-2+6)+(B3-4+6)+...+(3-32+6)
= 6+12+18+24+..+102
17 -1
= 6(1+2+3+4+...+17):6-T8
= 3.17-18 =51-18 =918
¥ [detalii]
Am folosit faptul ca pentru orice n € IN avem
1+24+.+n= ”(n;l)
\Y
o
Q // \\ \\
/‘ \ Q N
// - - \Q \\\
C‘:\\‘\\~\\‘\ \\\\\\
Sy
A
Ficura 2. Exercitiul 15.
15. a.
. . . o . BC- V3

b. In triunghiul echilateral VBC, inaltimea VM are lungimea 2\/— =
6V3cm. Baza ABC este tot un triunghi echilateral, cu aceleasi dimen-

siuni. Apotema lui este OM = AB- V3 = 2+/3. Aplicand teorema
lui Pitagora n triunghiul dreptunghic VOM, aflam lungimea Tnaltimii pi-
ramidei VO = VVM?2 — OM? = \/(6 V3)2 - (2V3)2 = V108 — 12 = V96 =
4.

13
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. : AB? o
Cum aria bazei este 4\/5 = 36 1/3, volumul piramidei este
AriaAl;C-VO _ 36\/53-4\/3 il

c. Fie P mijlocul segmentului AB. Cum PM || AC, unghiul dintre dreptele
MN si AC este unghiul dintre dreptele MN si PM, adica PMN.

Prima rezolvare. In triunghiul ABC, PM este linie mijlocie, deci PM =

% = 6. La fel, in triunghiul VAB, NP este linie mijlocie, deci NP =
VB . . . N A
- = 6. Triunghiul MV A este isoscel cu MA = MV (inalfimi in tri-

unghiuri echilaterale congruente). Deoarece N este mijlocul lui VA, MIN
este si inaltime. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic

MNA, avem MN = VMAZ — AN? = /(6V3)2 — 62 = 6+2. Observand
cad MIN? = MP? + NP? (intr-adevar (6 V2)* = 62 + 62), rezulté c& triunghiul
MNP este dreptunghic cu unghiul drept MPN. Dar acest triunghi este si
isoscel cu MP = NP = 6. In concluzie PMN = .

A doua rezolvare. Ne propunem aici doar sa demonstram altfel ca
triunghiul MPN este dreptunghic. Restul rezolvarii este la fel ca la prima
rezolvare si nu a mai fost reprodusa din nou.

In triunghiul ABC, punctul O este centrul de greutate dar si ortocen-
tru. Rezulta ca AC L BO. De asemenea, deoarece VO este Tnaltimea
piramidei, avem VO L AC. Atunci AC este perpendiculara pe doua
drepte din planul (VOB), deci AC L (VOB). In particular AC L VB. Cum
AC || PM si NP || VB, rezulta ca PM L NP, deci triunghiul MPN este
dreptunghic.

d. Fie O’ piciorul perpendicularei din G pe VM. In triunghiul isoscel VMA,
inaltimea MN este si bisectoare. Atunci distantele de la punctul G € MN
la dreptele VM si AM, (anume GO si GO’), sunt egale. Dar GO L (ABC),
deci GO este distanta de la G la planul (ABC). Pe de alta parte, din
BC L VO si BC L VM, rezulta BC L (VAM) si in particular BC L GO'.
Dar aveam si GO’ L. VM, deci GO’ L (VBC). Astfel am aratat ca distanta
de la G la planul (VBC) este egala cu distanta de la G la la planul (ABC).
Fie acum Q mijlocul lui VC. si fie G’ intersectia lui PO cu VO. Similar
cu cele de mai sus (PQ va juca rolul lui MN) se arata ca distanta de la
punctul G’ la (VAB) este egala cu distanta de la G’ la planul (ABC).

Sa observam ca punctul G este intersectia a doua din Tnaltimile triu-
unghiului VAM, anume VO si MIN. Deci P este ortocentrul triunghiului
VAM. La fel aratam ca G’ este ortocentrul triunghiului VCP. Atat G
cat si G’ se gasesc pe VO. In plus triunghiurile VAM si VCP sunt con-
gruente. Atunci ortocentrul lor va determina pe VO acelasi raport. In
concluzie, G = G’. Am demonstrat astfel ca dinstatele de la punctul
G la planele (VBC), respectiv (VAB) este aceasi cu distanta la planul

14
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(ABC). Considerand si mijlocul lui VB si urmand un rationament analog

se demonstreaza si ca distanta de la G la (VAC) este aceasi cu distanta
la (ABC), ceea ce incheie demonstratia.

15
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CAPITOLUL 4

Varianta 94

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
1.4+2-5=4+10=[14]
2. Daca multimile A = {1,7,2,n} si B ={1,2,5,7} sunt egale, atunci n = .
3.EG)=(5-2)5+2)=3-7=|21]
. : o 2 1. .
4. Fractia care corespunde suprafetei hasurate este egala cu ¢ = d|n intreg.
5. Suma celor 6 unghiuri congruente este egala cu 360°, deci masura unui unghi
este egala cu 3660 =[60°]
6. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic, lungimea celeilalte
catete este V132 — 122 = V169 — 144 = V25 =5/ cm.
Apei -h 10218 5
7. VPiramidé = 3 = 3 =100-6 = cme.
8. Cum A; = 7t - g(R + r), unde R este raza bazei mari,  raza bazei mici, iar g
generatoarea trunchiului de con, deducem
Al 8071 80
ST R+nn Z+3)n 10 =[8] cm
2. Subiectul II.
Rezolvare.

9. [D]: Numérul de elemente al mulgimii (10,12, 14, ..., 100} este egal cu

100 - 10
T-i_
1=45+1= . Putem sa mai gandim si astfel: din cele 50 de numere pare
dintre 1 si 100, au fost scoase primele 4, deci raman 50 — 4 = 46.

10. : Punctul P(4,0) reprezinta proiectia lui N pe axa Ox. Aplicand teo-

rema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic MPN avem MN = VMP? + NP? =
V32 +42= V9 +16 = V25 =5 cm.

11. : Fie ABCD paralelogramul de perimetru 28 cm si BD diagonala a carui

lungime trebuie aflata. Ppcp = AB+BC+CD+DA = 2AB+2DA = 2(AB+DA),

P 28 . .
de unde AB+ DA = AZBCD =5 = 14 cm. Cum Pyp = AB+ BD + DA, iar din

17
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ipoteza P,sp = 26 cm deducem cd 26 = AB+BD+DA. inlocuind AB+DA = 14
obtinem 26 = 14 + BD, de unde BD =26 — 14 = 12 cm.

Vi3 _

12. [D]: tg30° — ctg 60° = — — — = 0.

3 3

3. Subiectul III.

Rezolvare.

13.

14.

a. In tabelul urmator prezentam corespondenta dintre ultima cifra a unui

numar p si ultima cifra a lui p*.

Ultima cifraaluip [1]2|3|4|5(6(78]9|0
Ultimaciffdaluip*[1[4]9[6|5/6[9[4[1]|0

Ultima cifra a lui 57 este 0 sau 5, deci ultima cifra a lui 51 + 2 este 2
sau 7. Dar din tabelul de mai sus observam ca ultima cifra a unui patrat
perfect nu este niciodata 2 sau 7. In concluzie V57 + 2 nu poate fi numar
natural, prin urmare este automat irational .

. Procedam prin reducere la absurd. Presupunem ca fractia data se sim-

plifica prin p € IN*, p > 1. Atunci fractia se simplifica si dupa ce scoatem

intregii din fractie. Cum nE7 1+ 21+ 3 rezulta ca fractia 21+ 3 se

g pe. Cum T g ba s s

e e . . 3n+4 e

simplifica prin p. Atunci si fractia i3 se simplifica prin p. Scoatem

iar Intregii din fractie sntd 14 25 ! i rezultd cA fractia — 1 se
g e a3~ T omes® fa 3

TR . o . 2n+3 e

simplifica prin p. De aici, deducem ca fractia —] se simplifica prin p.

2n+3

o s A - . 1 . . o
Scoatem inca o data intregii din fractie =2+ 1 si obtine ca

1 TP . . :
fractia — 7S¢ simplifica prin p. Dar atunci p este un divizor > 1 al lui 1.

Contradictia obtinuta demonstreaza ca presupunerea facuta este falsa
si astfel am demonstrat ca fractia din enunt este ireductibila.

1 1
V- V2 N7+ V2

V7 + V2 . V7 - V2
(V7= V2) (V7 + V2) (V7= V2) (N7 + V2)
V7+ V24 N7 V2 2V7 27

(V7P -(V2p 7-2 05

Q| =
S =
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15.

b.

a

b.

. . 2V7 4 6 - o euw -
Pentru a arata ca T\/— € (3' 5) este suficient si aratdm ca 4 < 2V7 <
6 < 2 < /7 < 3. Or aceasta este evident daca scriem inegalitatea sub
forma2 = Vi< V7 < \9 =3.
Avema—b= V7— V2—(V7+V2) = V7- V2- V7- V2 = -22. Deci,

(@a-by=(-2V22 =4-2=[8]

. De la punctul precedent stim c& s —b = —2V2. Auncia —b +2V2 =

~22 +2+2 =0 si prin urmare, (a2 — b + 2 V2)*7 = @

R

Ficura 1. Exercitiul 15.

Cum A’C’, A’B si BC’ sunt diagonale in patrate de latura 18, toate au
lungimea 18 V2. Triunghiul A’BC’ este echilateral si aria sa este egald

o A’B*\3 _ (18 V2)2+/3

=[1623|.

4 4
. Fie d distanta de la B’ la planul A’BC’. Consideram tetraedrul BA’C’B’. |l

putem privi ca o piramida triunghiulara regulata cu baza triunghiul echi-
Ariagpe -d  162V3-d
3 a 3 a

lateral A’BC’. Volumul piramidei este atunci

54V3-d.
Pe de alta parte, putem privi acest tetraedru ca o piramida triunghi-
AriaAfBBf -B'C’ .

ulara cu baza A’BB’. Volumul piramidei este atunci 3

A'B"-BB"  p/ 3

2—BC = 18 =13.182.
3 6
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Egaland cele dou& forme ale volumului, avem 54 V3 -d = 3-182, de unde
- 182 182 1
54V3  3-18V3 3
d. Observam ca putem partitiona cubul in 5 tetraedre, anume A’ABD, C'CBD,

BA’B'C’, DA’C'D’ si BDA’C’. Primele patru tetraedre de mai sus au
3

. 18 . o .
acelasi volum — (am vazut la punctul (c) cum calculam volumul lui
BA’C’B’ de exemplu). Atunci volumul lui BDA’C’ este

18% 18

Volum,,; — 4 - Volumpacp = 18° — 4 - i 1944
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CAPITOLUL 5

Varianta 95

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
1.24+2-3=24+6=30
2. Ecuatia 7 — x = 2 este echivalenti cu 7 - 2 = x, de unde x = 5],
15

3. — - 300 =45
100 45

4. (4x+5x):x:9x:x:@

5. Doua unghiuri suplementare au suma masurilor egala cu 180°. Daca masura
unui unghi este 80°, atunci suplementul sau are masura egala cu 180°—80° =
100°}

6. Aria dreptunghiului cu laturile de 5 dn si 10 dim este egald cu 5-10 =[50 | dm?.

7. Daca muchia unui cub are lungimea de 3 cm, atunci suma tuturor muchiilor
cubului este egala cu 12 -3 = |36 | cm?.

8. Viiindru =7'('7’2'g=71-32-4=n-9-4=ncm3.

2. Subiectul II.
Rezolvare.
9.[D]:Cumx-y=6,y-z=12siz-t =20, rezultd cd x, y,z # 0. Inmultind prima
relatie cu ultima si impartind la a doua obtinem
1Y) (z -t .
() Eh_620
Y-z 12
10. . Fie p pretul initial al obiectului. Dupa scumpirea cu 10%, pretul devine
10 1 1 11
P+*To0 P=P*t1p " p( 1110) T |poteza2p2§;u10dupa scumpire
este 220 lei, deci avem relatia o= 220, de unde p = ﬁ = 200.
N . AB 12
11. [B]: Cum M este mijlocul lui AB, MB = —= = == = 6 cm. Punctul P este
. : . B 4
mijlocul lui MN, deci MP = Ag Cum MN = MB + BN =6 + TC =6+ 5=
6+2 = 8 cm, avem MP = & _ 4 ¢m. Inlocuind acum in PB = MB — MP,

2
obtinem PB =6 —4 =2 cm.
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P
12. [D]: Pywps = MN + NP+ PB+BM = 2NP +2BP, de unde NP + BP = MEW’B =
20 . o .
5 = cm. Din faptul c& NP || AB conform teoremei fundamentale a
asemanarii rezulta ca triunghiurile ABC si NPC sunt asemenea, deci NPC
este triunghi echilateral. Prin urmare, NP = PC si deci BC = BP + PC =
BP + NP = 10 cm. Avem deci Papc = 3 - BC = 3-10 = [30] cm.

3. Subiectul III.

Rezolvare.

13. a. Avem x + y + z = abc + bca + cab = (100a + 10b + ¢) + (1000 + 10c + a) +
(100c +10a + b) = 111(a+ b +c). Cum 111 = 3-37, rezulta ca x + iy + z se

divide cu 37.
b. Cea mai mica valoare a lui x + i + z este atinsa cand a + b + ¢ este minim.

lar aceasta se intampl& pentrua = b = ¢ = 1, caz in care x+ y+z = | 333].
14. a. Avem f(V2—-1) = =3(V2-1)+2 = -3V2 +5si f(V2) = -3V2 + 2.
Evident f(V2 —1) > f(V2).

f(x)=-3x+2

00,0

P(1,-1)

Ficura 1. Exercitiul 14. Punctele de forma (%, 2a + 1) descriu o dreapta

ce intersecteaza graficul functiei f in punctul P din enunt.

b.
c. Punctul P se afla pe reprezentarea grafica a lui / daca si numai daca
3 3 -3a-9
f(”“zr ):2a+1 o —3%+2 —utle 2 _p-1e -31-9 =

451—2(:)—751:7(:)51:_17:
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15.

Ficura 2. Exercitiul 15.

. Determinam lungimea inaltimii piramidei. Fie O piciorul Tnaltimii. Cum

aria bazei este (6V2)? = 72, scriind volumul piramidei obtinem relatia
72-VO . o . <
= 144 /3, de unde VO = 6 V3. Diagonala pétratului de latura

62 are lungimea 6 V2 - V2 = 12, deci OA = 6. Aplicand teorema
lui Pitagora n triunghiul dreptunghic VOA avem VA = VAO? + VO? =

62+ (6V3)2 = V36+108 = V144 = 12. Cum VC = VA = 12 si am
vazut mai sus ca AC = 12, triunghiul VAC este echilateral.

. Fie M mijlocul lui BC. Triunghiul VBC fiind isoscel, VM L BC. Aplicand

teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic VOM, avem

VM = VVO? + OM2 = \/(6\/5)2+(3\/§)2: V108 + 18 = V126 = 3 V14.

L. o VM - BC
Atunci aria laterala este 4 - — = 2.3v14-6V2 =727 |.

. Fie F piciorul perpendicularei din E pe VO. Deoarece BD L AC si BD L

VO, rezulta BD L (VAO). In particular, BD 1L EF. Cum avem si EF L
VO, rezulta EF 1 (VBD). Deci distanta de la E la planul (VBD) este EF.
Deoarece EF L VO si AO L VO. Deoarece punctele E, F, A si O
sunt coplanare rezulta ca EF || AO. Conform teoremei fundamentale a
asemanairii, triunghiurile VEF si VAO sunt asemenea. Atunci

EF VE VE VE 1

AO VA VE+AE VE+2VE 3

23
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AO

sideaiciEF:ngz.
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Pro DIDACTICA VA UREAZA SUCCES LA EXAMEN.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE LICEU.
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