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CAPITOLUL 1

Varianta 11

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1.

2. 4x:2 =
R : o o . . |7

3. Avand acelasi numarator, mai mic este cel cu numitorul mai mare adica cl
78434 __ 112 _

4. 555 ==

5.4-15=

6. % =

7. 45V3-36V3 =193

8. Cu teoorema lui Pitagora, lungimea generatoarei este V32 + 42 =

2. Subiectul II.

Rezolvare.

9. @ Intelegem ca propunatorul a vrut ca A sa contina toate numerele nat-
urale impare intre 1 si 100. Cum sunt tot atatea numere impare céat sunt si
pare intre 1 si 100, avem % = 50 numere impare.

10. [C|. Dupa scumpire va costa (1 + 10%) - 40 = 1.1 - 40 = 44.

11. . Aria paralelogramului este dublul ariei triunghiului dreptunghic ABD. lar
aceasta este jumatate din produsul catetelor, adica 5% = 30. Deci aria par-
alelogramului este 60.

12. |B|. Raza cercului este % = 3 si atunci aria este 3% = 97t

3. Subiectul III.
Rezolvare.
13. a. n — 3 este multiplu de 9,18, 27, deci multiplu de 54 (cel mai mic multiplu

comun al numerelor 9,18,27). Cel mai mic asemenea multiplu natural
(care d& cat nenul) este 1 — 3 = 54, deci [ = 57].

b. Am vazut la punctul a) ca n — 3 este multiplu de 54, deci de forma n—3 =
54k, cu k numar natural. Avem de rezolvat inegalitatile 100 < 3 + 54k <

250, care se pot scrie 97 < 54k < 247. De aici % <k< % Singurele

3
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valori naturale ale lui k ce satisfac aceste conditii sunt k € {2,3,4}. Le
substituim in 1 = 3 + 54k si obfinem |n € {111,165,219} .
14. a. Explicitdnd conditia din enunt obtinem sistemul in a Si b:

(-)a+b = -5
2a+b = 1

Scazand prima ecuatie din a doua, avem 3a = 6, deci a = 2. Substituim
in oricare din ecuatii si gasim b = —3. Deci ‘a =2,b=-3 ‘
b. Segmentul cu capetele (-1, -5) si (4,5).
c. Fie (t,t) un asemenea punct. Atunci 2f — 3 = t. Rezolvand ecuatia avem
t = 3, deci punctul cautat este |(3,3) |.

15. a.
b. Volumul este 20 - 16 - 15 = [4800 |
c. Fie X piciorul perpendicularei din C pe DC’. Dreapta BC este perpen-
diculara pe planul CDD’C’, iar CX perpendiculara pe DC’. Conform teo-
remei celor trei perpendiculare, BX este perpendiculara pe DC’. In tri-
unghiul dreptunghic DCC’, lungimea inatimii CX este data

CD-CcC’" _ 20-15 _1
DC V202 + 152
Cum BC este perpendiculara pe planul CDD’C’, este in particular per-

pendiculara si pe CX, deci triunghiul BCX este dreptunghic cu unghiul
drept in C. Folosind teorema lui Pitagora avem

CX =

BX = VBC? + CX? = V162 + 122 = |20
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d. Rotim cu 90° fata ABB’A’ inspre exterior in jurul axei AA’ (vezi figura).
Notam cu Y punctul obtinut prin rotatia varfului B’. Deoarece triunghiul
B’OD are o latura fixa, perimetrul sau este minim atunci cand suma
lungimilor segmentelor B’Q si OD este minima. Din constructie, avem
B’Q = QY (triunghiurile B'OA si YOA sunt congruente). Rezulta

BQ+QD=YQ+QD>YD,

iar egalitatea are loc atunci ¢ and Q este punctul de intersectie al
dreptelor YD gi AA’. Deoarece A’Y = 20cm si A’D’ = 16 cm, folosind

“ : - . A 200 . . 5
asemanarea triunghiurilor rezulta Qg = 1 adica A’Q = ZQA. Cum
A’Q + QA =15 cm rezulta imediat

20
AQ = 3 cm
°
B
s ?
A c
Y
B
0 D
& °
A C
© o
B






25-3-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

CAPITOLUL 2

Varianta 12

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1. [77]

2.25%-16 = 2 .16 = 4]

3. Se stie ca un numar este divizibil cu 3 daca si numai daca suma cifrelor lui
este divizibila cu 3. Cum suma cifrelor luiz este 1 + 2 + 3 +9 = 15, iar suma
cifrelor luibeste 1 +2 + 3 +4 = 10, rezulta ca doar |2 = 1239 | este divizibil cu

3.
4. f(6) = —6+4 =|-2]
5. Aria triunghiului echilateral de latura [ este

943

23
4

. In cazul de fata obtinem

6. 4-4=
7. Cum aria laterala are formula A; = 27tRh, obtinem 1007t = 27t-5-h. Rezolvand
ecuatia gasim /: = 10|,
8. \/22+(x/7)2+(\/§)2 = (4]
2. Subiectul II.
Rezolvare.

9. @ caci a2 = (—a)? pentru orice a real, in particular si pentru z = V2 — 1.
10. [C], caci3-6 =18
11. . Intr-adevar fie 2 lungimea lui AB. Atunci PM = { si PB = % lar AM =

a
2

PB % 3
—_— — = - = 1
deci 2 ) >

12. . Unghiul MBC este de 45° si atunci triunghiul dreptunghic MBC este
isoscel. In consecinta MC = CB = 6, deci DM =DC—-MC=8-6=2.

3. Subiectul III.

Rezolvare.
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13.

14.

15.

a. Fie r suma de bani pe care o are Radu si 2 suma Alexandrei. Fiecare
dintre Radu si Alexandra va pune r+ 1 lei pentru carte, deci cartea costa

2(r + 1) lei si avem sistemul

a+r = 10
@a-1)-(r+1) 5

Rezolvandu-l gasim a = 8.50 lei si » = 1.50 lei. Cartea costa deci 2-(1.5+

1) =[5]lei.

Nota Problema poate fi rezolvata si asa: Din toti banii pe care i-au avut
Radu si Alexandra, au mai ramas 5 lei. Cum restul a fost cheltuit pentru
carte, aceasta costa 10 — 5 = 5 lei. Partea Alexandrei din carte a fost
2.50 lei si i-a mai dat si un leu lui Radu. Deci eaaavut5+2.50+1 = 8.50

lei.
b. Am aflat deja la punctul a) ca Alexandra a avut lei.
a. (x=-3)(x-7)=x*-3x-7x+3-7=x*-10x + 21
b. Aducand la acelasi numitor intre paranteze, avem

202 —7x—17 — (x + 1)(x — 3)

F) = x=-3)(x-7) (< -9)
x> —5x —14
= GThas G+
(X +2)(x=7)

= (x+3)=(x+2)(x+3)
c. Produsul a doua consecutive este par, caci unul din numere este par.

a.
b. Pentru simplitate notam cu a lungimea laturii cubului. Triunghiul BDC’

este echilateral, toate laturile fiind diagonale in fete ale cubului. Avem

pro-didactica.ro
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BD>V3 _ 222V3 _ a*\3 Ari

BD = a+/2 si aria triunghiului BDC’ este >

a
4
triunghiului BDO este jumatate din cea a lui BDC’, deci avem

2
a \/§ _ \/5
4
Rezolvand ecuatia (finand cont ca 2 > 0) gasim a = 2.
c. Inaltimea piramidei este egala cu latura cubului, iar aria bazei este aria
unei fete a cubului. Volumul piramidei este atunci

d. Fie O centrul fetei A’B’C’'D’. Dreapta OO’ este paralela cu A’B, deci
avem de gasit cosinusul unghiului dintre dreptele DO si OO’, unghi pe
care-l notam cu 6. Sa observam ca DO = DO’, deci triunghiul DOD’
este isoscel. Cum DO este inaltime in triunghiul echilateral BDC’, avem

BD 2V2 . .. .
DO = V3 = \/;\/5 = 6. Pe de alta parte fie M proiectia lui O

pe B’C’. Triunghiul OMO’ este dreptunghic isoscel, cu catetele jumatate
din latura cubului. Atunci OO’ = V2. Fie H mijlocul segmentului OO'.
Triunghiul OHD este dreptunghic si avem

OH % ¥ |3

9:—:—:—:_
“YV=0oD" 0D Vg |6
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CAPITOLUL 3

Varianta 13

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
1.36-7=
5 37 _[21

3-8 |24

3. Deoarece 43 = 4 - 10 + 3, restul este
e - , . . - 4 2
4. Avem 4 cifre impare intr-o multime de 6 cifre, deci probabilitatea este i .
5. Suma unghirilor unui triunghi este 180° deci al treilea unghi are marimea
180° — (37° + 69°) =
6. Linia mijlocie este jumatate din suma bazelor, deci suma bazelor este dublul
liniei mijlocii, adica[28].
7. V = nR2G = 1 - 3% - 7 = 637, deci raspuns [ 63].

8. Aria totala este suma ariilor celor 6 fete, adica 2(3-4+3-5+4-5) = .

2. Subiectul II.

Rezolvare.
o . 2
9.[B.], CACI7 Z+3=2+3=5

10. [D.], caciab = |(V2)> - (V3))|=1-1| =1
11. [D.], cAci diagonala este diametru
AB-AC-sinA _6-10-3

=15
2 2

12. |C.], cAci aria este

11
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3. Subiectul III.

Rezolvare.

13. a.
b.

14. a.

15. a.

. 10-2+9-34+8:-6+7-7+6-5+5-1+4-1 183
Media= - 2+3+6+7+5+111 =55 =72
Mai trebuiesc 8 sutimi ca sa avem medie de 7,4, ceea ce corespund la

250,08 = 2 puncte suplimentare. Nota necesara este 4 + 2 = @
f)+f4)=@+b)+4a+b)=5a+2b=2a+b)+Ba+Db)=f(2)+ f(3)

. Obtinem ecuatia 2(2m+1)—4 = m?>+1, care se mai scrie 0 = m?—4m+3 =

m? —m —3m+3 = (m - 1)(m — 3), deci are radacinile |m; = 1, m, = 3|,

b. Aria bazei mari (triunghi echilateral de latura 8) este

2
84\/5:16\/5

Aria bazei mici (triunghi echilateral de latura 6 este

2
64\/529\/5

o . . o IV3 .
Apotema unui triunghi echilateral de latura [ este T\/_ deci apotema

sV _ 438 B _ s

bazei mari este —— = —— iar cea a bazei mici este ——

12



25-3-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

Fiecare din fetele laterale este un trapez cu baza mare 8, baza mica 6 si

2
- o 43 7 . .
Tnaltimea data de \/42 + (T\/_ - \/5) = —3 Deci aria unei fete laterale
7 49 . : o 4
este §+67 = —9 iar aria laterala 3 - d = 49 /3.
2 N3 V3 V3

Astfel aria totala va fi

16 V3 +9V3 + 493 =743

c. Fie V varful piramidei din care provine trunchiul. Scriind asemanarea

’

S . 6 . 4 .
tringhiurilor determinate de apoteme avem =3 Facand o proporttie

VO
OV_OVO = 8- 6. Deci VO =4 - 00’ = 16. Volumul piramidei

derivata
este atunci

y_16¥3-16 _1256V3
-3 .3

d. Fie D’ piciorul perpendicularei din O’ pe B’C’, iar E’ piciorul perpendicu-
larei din O’ pe planul (BCC’), care este planul de suport al fetei BCC'B’.
Atunci O’'E’ este Tnaltimea tringhiului dreptunghic VO’D’ (unghiul drept
este VO'D’). Avem VO’ = VO - 00’ = 16 — 4 = 12, iar VD’ = V3 (este

apotema). Conform teoremei lui Pitagora VD’ = /122 + (V/3)2 = 73 si

atunci folosind faptul ca inaltimea este raportul dintre produsul catetelor
si ipotenuza

12v3 |12

OF =22 =
7V3 L7

13
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CAPITOLUL 4

Varianta 14

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
1. 146 — 90 =
2. 120004
3. Catul este [6], C&ci 54 = 6-8+ 6
4. f(-1)=2-(-1) =
5. Diagonala formeaza un triunghi dreptunghic cu lungimea si latimea. Aplicam
teorema lui Pitagora si gasim V82 + 62 =
. - dy-d . :
6. Vom folosi formula ariei rombului ——2, unde d,, d> sunt diagonalle rombului.
< : . 4-4
Patratul este romb cu d; = d, = 4, deci avem aria — =
7. Aria laterala este data de
perimetrul bazei x Tn&ltimea = 18 - 10 =
8. Folosim formula ariei sferei 4nR? = 47 - 22 = 167, rdspuns
2. Subiectul II.
Rezolvare.
: o 2+1)+(v2-1
9. [B.]: Media este data de (V2 )2(\/_ ) - 3
10. | C.|: Substituim x = -7 in ecuatie si avem 2(~7) — m = 0. rezolvand ecuatia
inm gasim m = 2(-7) = —14.
< o . . 90°
11. [D.]: Cele doua unghiuri adunate fac 90°, deci unghiul cautat este o =45°
2 . ,
12. | A.]: Latura este 6— = 4 /3 si perimetrul este 6 - 4V3 = 243

V3

15
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3. Subiectul III.

Rezolvare.
: . . 264
13. a. Fie p pretul initial. Din p(1 + 20%)(1 + 10%) = 264 avem p = 17 11"
200
. 264
b. Procentajul este 7= 1 = 32%].
14. a.
x —2\? x—2 x+2
Ew = (x+2) +2x+2 CTx
_ (x—2 +1)2 x+2
- \x+2 2x
~ ( 2x )2x+2 2
- \x+2) 2x  x+2

. 2
b. Nu exista asemenea numere. Avem ZE(n) = Pentru n # 0 natural,
avem n + 2 > 2 si fractia fiind subunitara nu poate fi numar intreg.
! ¢ e A . -
c. Pentru ca E(x) = 2 — ) sa fie intreg este necesar si suficient ca

X
x + 2 sa fie divizor al lui 4. Deci x +2 € {-4,-2,-1,1,2,4} si de aici
x €{-6,-4,-3,—1,2}|. Am exclus x = 0 caci E(0) nu este definit.

15. a.
b. S& observdm ci A’'B = A’D = BD = 62 c&ci toate sunt diagonale in

2 2
—(6\/;) V3 =118 V3|,

fete laterale. Triunghiul fiind echilateral, aria este

16
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c. Ambele drepte sunt in planul dreptunghiului ACC’A’. Triunghiurile drep-
. L, L . _AA .
tunghice OAA’ si AA’C’ sunt asemenea caci A = a0 (veifl\care
simpla). Fie E intersectia dreptelor AC’ si A’O. Cum unghiul AA’O =
AC’A’ este complementar unghiului CAA, triunghiul AA’E este drep-
tunghic, ceea ce incheie demonstratia.

d. Indltimea piramidei este C’E. Am aratat la punctul precedent ca C’'E
este perpendiculara pe A’O si in plus este perpendiculara pe BD (de
fapt BD este perpendiculara pe planul diagonal ACC’A’ care contine
pe C'E). Pze C’E 1l calculam din triunghiul AA’C’. Cu teorema catetei,
C'E= ACC_ 72 4+/3. Atunci volumul cautat este

AC’ 6\/§
18V3-43
3

=[72]

17
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CAPITOLUL 5

Varianta 15

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
1. 432 :3 =144,
2. —(-24) =[24].
. . . 10+ 8
3. Media aritmeticé este — — = 9]
4. Impartind pe 6 la 4 obtinem céatul 1 si restul .
5. Cum 1 km = 1000 m, rezulta ca 3 km =|3000 | m.
6. Perimetrul paralelogramului este P =2-L+2-[. Incazuldefata L. = 8 si [ = 5,
deci perimetrul este
P=2-8+2-5=16+10=[26|cm
7. Aria sferei este A, = 477, In cazul de fata r = 5cm, deci Aype =457 71 =
4-25-7 =100}
8. Volumul prismei este produsul dintre aria bazei si inalfime. Cum aria bazei
este > = 10> = 100 cm?, volumul va fi
V =100cm?-5cm =[500 cm’
2. Subiectul II.
Rezolvare.
9. : Graficul lui f taie axele in punctele A(-1,0) si B(0,1). Distanta cautata
este Tnaltimea triunghiului dreptunghic isoscel AOB, cu unghiul dreptin O(0, 0).
. : e 2
Cum ipotenuza are lunghimea V2, inaltimea este 7\/_
10. @ : Numerele intregi din intervalul [-2,3] sunt —2,-1,0,1,2,3. Suma lor

11. [D]

este (-2)+(-1)+0+1+2+3=23.

: Fie ABCD rombul nostru, cu |AC| = 8 si |[BD| = 6. Notam cu O intersectia
diagonalelor. In triunghiul dreptunghic AOB, catetele sunt jumatati de diag-
onale, deci au lungimile de |OB| = g = 3cm, respectiv |[AO| = % = 4cm.
Folosind teorema lui Pitagora, aflam ipotenuza acestui triunghi dreptunghic

19
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Ficura 1. Exercitiul 9.

Ficura 2. Exercitiul 11

|AB| = V42 + 32 = 5. Fie E piciorul perpendicularei din B pe AD. Aria triunghi-
|AO| - IBD| _ |BE|-|AD|

ului ABD poate fi calculata in doua moduri > > . De aici
. 24 e . : : R
obtinem |BE| = 5 Atunci din triunghiul dreptunghic BEA cu unghiul drept in
24
— T 24
E, avem sin BAE = = =

5 25
12. : Inalfimea este media geometrica a proiectiilor catetelor, adica V2 -8 = 4,

o . 4-10
iar ipotenuza este 2 + 8 = 10. Atunci aria este — = 20.

20
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3. Subiectul III.

Rezolvare.

13.

14.

a. Sa notam cu e numarul elevilor si cu m numarul microscoapelor. Din

prima fraza a enuntului, aflam ca, daca am mai avea un elev, numarul

microsoapelor ar fi egal cu numarul elevilor impartit la 2. Aceasta ne da

prima ecuatie : <! = m, sau

2
e+1=2m (1)
Din a doua fraza a enuntului, aflam cam ca daca impartim numarul
elevilor la trei, raméan 4 microsoape libere sau

e
=4+ = 2
m 3 (2)

Inlocuim pe m din ecuatia (2) in ecuatia (1) si obtinem:
2 (4 n %) —et1

Mai departe, 8 + ¥ = ¢ + 1, sau 24 + 2¢ = 3¢ + 3. Astfel aflam ca e = 21
si inlocuind in ecuatia (2) tinem m = 11.
Deci, raspuns | 11] microscoape.

. Am v&zut mai sus c& sunt 21| de elevi.

. Avem
() = x :(2x2+4x—x—2)—(x2+3x)+1
X3+ x? 2(x+1)-3(x—1)
B x o 2 -1
X2 +1) T 6(x+1)(x—1)
1 6(x? —1) 6

x(x+1)‘ x2-1  x(x+1)

. Observam mai intai ca

E(x) = 6x + 6 — 6x _ 6x +6 B 6x :é_ 6
x(x+1) x(x+1) x(x+1) x x+1
Atunci
S = 3+EQ2)+E@B3)+...+ E(100)
= 3+(§—§)+(§—§)+...+(i—i)
2 3 3 4 100 101
_ 3,06 _|600
2 101 101
. Pentru ca sa fie numar intreg, a trebuie sa fie divizor ai lui 6.
a@+1)

Divizorii intregi ai lui 6 sunt {-6,-3,-2,-1,1,2,3,6}. Dintre acestia +1
nu sunt in domeniul de definitie al lui E, astfel candidatii ramasi sunt
{—6,-3,-2,2,3,6}. Examindm caz cu caz. Avem E(-6) = 1, E(-3) = 1,

21
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15.

a

b.

E(-2) = 3, EQ) =1, E@) = % si E(6) = Valorile cautate sunt deci

2
lae{-3,-2,2}]

1
>

Ficura 3. Exercitiul 15

Aria bazei este diferenta dintre aria totala si cea laterala, adica 24w —
1571 = 9mcm?. Daca notam cu R raza cercului de baza, avem deci
nR? = 97, de unde R =[3 lcm.

. Fie G generatoarea si H inaltimea conului. Exprimand aria laterala

deducem RG = 15m. Cum R = 3cm, obtinem G = 5 cm. Atunci
H = VG2 - R?2 = V52 — 32 = 4 cm. Fie r raza cercului de sectiune de la

N . o I o 3 e
mijlocul conului. Atunci din ratiuni de asemanare r = 5 cm iar Tnaltimea

trunchiului de con este h = ) = 2 cm. Atunci volumul trunchiului de con
este

71(R% + Rr + r*)h _ 77[32"'3'%"'(%2)]'2: 21m em’

V=
3 3 2

Comentariu Problema poate fi rezolvata si scazand volumul conului mic
din varf (care este % din volumul conului mare) din volumul conului mare.

Obtinem ca volumul trunchiului de con este % din volumul conului mare.

. Sectiunea axiala este un triunghi isoscel cu doua din laturi de lungime

. . PN . S S
5 si a treia (baza din figura) de lungime 6. Raza cercului nscris este —,

p
5+5+6

unde S este aria si p semiperimetrul. Sa& observam ca p = > 8

22
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. 4. . o o
SiS= 76 = 12. Deci raza cautata este
2_[3
8 |2

23
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