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CAPITOLUL 1

Varianta 97

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(@) Cu formula uzuala, distanta este

VA -02+0-12+(1-02=|V3

L a+11+1-1-61 [z

(b) Distanta este

\/_\/121_/12_’_12
LT T V2 2
(C) SIHZ—COSZ—T—T—@.

(d) Cubul are 6 fete fiecare de arie 1> = 1, deci aria totala este 6 - 1 = @

(e) Folosind formula sumei de cuburi, descompunem in factori x*> + 8 = x> + 2° =
(x +2)(x* — 2x + 4).
Ecuatia de gradul doi x> — 2x + 4 = 0 are discriminantul A = 2% —4 -4 = 12,
Fiind negativ, il vom scrie sub forma A = (2i V3)2. R&d&cinile ecuatiei sunt

:Zii—l\/gzliz'\@. Decix; =|1+iV3| x=|1—-iV3]|

Ecuatia x + 2 = 0 are radacina x; = | -2
(f) Aria cercului este TR =[97].

X1,2

2. Subiectul I1.1.
Rezolvare.

(a) Deoarece in Zs, avem 3 -2 = 1, inversul lui 3 este .
(b) Ratia acestei progresii este g = —1, iar primul termen a; = 1. Suma primilor
2007 termeni este

q2007 -1 (_1)2007 _

1 -2
g-1 ~—  -1-1 ‘—_2_

ai-

(©) log,(*+2) =3 2 +2=3"=27 & x> =25 & x = [+5|
(d) Cum pentru orice numar real x, avem x> > 0, rezultd x> +1 > 1 > 0. Deci
multimea data este [R].
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(e) Dintre cele 21 de elemente, exact 3 sunt divizibile cu 9, anume 0,9, 18. Prob-

abilitatea este atunci 3 _|1
21 |7

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

. 1
(@) Pentru orice x € R, f'(x) =|—— |
X
(b) Conform definitiei derivatei intr-un punct, limita este | /(1) = —1|.

(c) Deoarece lim f(x) = 0, graficul functiei f are spre co asimptota orizontala

y=0]|

(d) lim nf(n) =lim % =[1]

¢ ‘1 e
(e) f f(x)dx = f —dx = Inx|, =Ine-In1=[1]
1 1
4. Subiectul III.
Rezolvare.
(@) Cum elementele lui A € M;,; formeaza multimea {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, rezulta

caAeM.

(b) Numarul elementelor multimii M coincide cu numarul permutarilor multimii
(1,2,...,9}, adica [9! = 362880 .

(c) Avem det A = 0, deoarece a doua coloana este media aritmetica a celorlalte
doua, deci combinatie liniara a primei si ultimei coloane.

(d) Cautam o matrice inversabila din M printre cele obtinute distorsionand usor
matricea A. De exemplu,

147 11 4 7
2 5 8/=0 -3 -6|= ‘
39 6/ [0 -3 -15

-3 -6
-3 =15

':277&0.

396

(e) Fie B € M inversabila. Presupunem prin absurd ca B~! € M. Atunci toate
elementele matricii B! sunt strict pozitive.  Prin urmare, matricea BB~!

are numai elemente strict pozitive ¥ [detalii
Daca b;; si x;; sunt elementele matricilor B respectiv B!, atunci elementul de indice i, j al matricii BC este egal
cu

1 4 7
DeciputemluaC=||2 5 8|\

b,'lxlj + b,‘zXz/ + b,‘3X3/' >0.

Prin urmare BB~! # I, (caci I, contine si pe 0 printre elemente), contradictie.

2
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() Am vazut la punctul (c) ca rangul matricei A din M este doi. De asemenea,
matricea C gasita la (d) este de rang trei. Aratam ca nici o matrice din M nu
poate fi de rang unu.

Presupunem prin absurd contrariul si fie D € M cu rang D = 1. Permutand
eventual liniile si coloanele matricii D, putem presupune ca elementul lui D
din prima linie si prima coloana este egal cu 1. Atunci matricea D este de
forma
1 a b
D=|c ac bc|.

d ad bd

unde a,b,c,d sunt distincte dou a cate dou a si diferite de 1. Observam

ca numerele {ac, bc,ad, bd} sunt toate distincte si compuse (nu sunt prime) n

multimea {1,2,...,9}. Pe de alta parte, nici unul dintre aceste numere nu

poate fi patratul unui numar prim. ¥ [detalii
De exemplu, dinac =4 rezultd a = ¢ =2 saua = 1 sau ¢ = 1, imposibil!

Asadar nici unul dintre numerele {ac, bc, ad, bd} nu este in multimea {2, 3,4,5,7, 9}.
Am obtinut

{ac, bc,ad,bd} C {6,8},
absurd, deoarece cele patru numere sunt presupuse distincte prin ipoteza.
(g) Am vazut la punctul (c) ca matricea A are determinantul egal cu zero. Avand
elemente distincte, permutand in 3! = 6 moduri liniile sale, dupa care per-
mutandu-i in alte 3! = 6 moduri coloanele, obtinem 6 - 6 = [36| matrici dis-
tincte din M, toate avand determinantul egal cu 0.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(a) Pentru orice x > 0, avem

2 1 1 1

0 = 3o
f'(x) nx+3 nx+ x+3(x+§ x]

2 x+2-1 x+1

= 1n(x+—)—lnx+ SEA =

3 x+§ X

5 1 1

= 1n(x+—)—lnx+1— 32—1—é

3 x+§ X

x+2 1( 1 1
= |1 5 _C + =
ik 3(x+§ )

Comentariu: La punctul (b) folosim forma lui f* din penultima linie, iar la
punctul (f) folosim forma lui f” din ultima linie.

3
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(b) Continuam calculele de la punctul precedent. Pentru orice x > 0 avem

o = L)

x+3 x (x+22 x°

x+5+3  1-3
(x + 2)2 3x2
2
3x%(x + 1) + (1 = 3x)(x + %)
3x2(x + 3)2
3x3 +3x2 + 2% + 3x + 5 — 3x% —4x? — 3x

3x2(x + 2)?

4
3x2(3x + 2)?
(c) Cum f”(x) > 0, pentru orice x > 0, rezulta ca f’ este strict crescatoare pe
(0, 00).
4
d) lim f”(x) =lim ——— =
(@) lim £ =lim 2 a2y 0]
(e) Conform teoremei Leibniz-Newton,

f1 £ = f@-f)
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X+3

(f) Avem lim f/(x) =lim |In =1In1-2(0+0)=0. Cum

1 1
“3lx+2 Tk
" este strict crescatoare (conform (c)), rezulta ca pentru orice x > 0 avem
f'(x) <11_r)£10 f’(x) = 0, iar de aici obtinem f strict descrescatoare pe (0, o).

2 x+%
3

x+§
(9) Sa observam ca f(x) = In = ln(l + 5) . Conform punctului

precedent f este descrescatoare, deci f(1) > f(n + 1), pentru orice n € IN".
De aici, rezulta e/™ > /1) pentru orice n € IN*, adica exact inegalitatea din
enunt.
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Pro DiDACTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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