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CAPITOLUL 1

Varianta 91

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1-(-3)+1-2-1
1 (=3)+ [l
V1z + 12

(b) Coordonatele lui C trebuie sa satisfaca ecuatia dreptei. Decia+3—1 =0, iar
de aicia =[-2].

(¢) d(A, B) = (2 - (=3))* + (-1 -2 =| V34

(d) Coordonatele mijlocului lui AB sunt mediile aritmetice ale coordonatelor punctelor

. c [(3+2 2+ (-1)) (_1 1)
A§|B,ad|ca( > > )_ > 5]}

(@) Cu formula uzuala, distanta este

[ Y

(e) Aria triunghiului este data de %, unde A =

5 -3 13
6 -1 20
(f) Raza acestui cerc este distanta de la A la d, adicad /2, conform (a). Atunci
ecuatia cercului este | (x + 3)* + (y — 2)> = 2|.

' = -5+ 18 = 13. Deci aria este

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.

(a) Consideram functia f : R — R, f(x) = x* + x. Deoarece f'(x) = 3x* +
1 >0, Vx € R, rezulta ca functia este strict crescatoare, deci in particular
injectiva. Astfel ecuatia f(x) = 10 va avea o solutie unica pe care trebuie sa o
“ghicim”. Prin incercari, vedem ca f(2) = 10, deci ecuatia are radacina unica
x=[2]

(b) log,(27 V3) = log,(3% - 3'/?) = log,(37/?) = 7/2 € Q.

(c) Grupam convenabil termenii sumei siavem 0+ (1 +6) + 2 +5) + 3 +4) =
0+0+0+0= .

(d) Fie a; primul termen al progresiei, iar r ratia. Atunci

6110:6114-91’ = 21
Ao = a1 +99r = 201
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Scazand din a doua ecuatie pe prima, avem 90r = 180, deci » = 2. Substi-
tuind in prima ecuatie, deducem 4, = 21 — 92 = 21 — 18 =[3].

(e) Expresia din enunt reprezinta suma primilor k termeni ai unei progresii arit-
metice de ratie 2 si prim termen a; = 1. Deci n = a; = 2k — 1. Atunci suma

este 10 g — 1rok-t -k = k* sidin k> = 121, obtinem k = 11. Asadar

2
n=2%-1=2-1-1=[21]

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
1 1 3—-x x+2 2x —1
a - + = - + =
@ - A 2 T e+ @ -Der2) - Da+2) 9]
. 1 . .
(b) Folosind punctul precedent avem f(x) = w1 12 Atunci pe intervalul

(3, 00), avem

ff(x)dx:f(le_l—xiz)dx: %1n(2x—1)—1n(x+2)+C.

(c) Cumpe R\ {-2, %} functia este continua, singurele posibilitati sunt x = -2 si
x = 1. Avem intr-adevar

,lirr21 flx) = o0

xlir? f(x) = oo

deci si|x = 1| sunt asimptote verticale.
3n — n? -1 1
d) lim nf(n) =lim =lim ——— =|-=
( ) n—o0 f( ) n—o0 (Zn — 1)(1’1 +2) n—o0 (2 _% (1 + %) 2

(e) Conform teoremei Leibniz-Newton si folosind punctul (b), avem

2 2
ﬁ f(x)dx

(% In(2x — 1) — In(x + 2))

1

1 1
(§1n3—1n4)—(§1n1 —ln3) =|ln—

4. Subiectul III.

Rezolvare.

@) detA=0-0-2-1=[-2]

(b) Cum det A # 0, rangul sa este maxim, adica .
. 1] .
(c) Deoarece A - (2 g) = (8 2061), obtinem a =| = |sib=|1].

2
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(d) Fie U,V € C(A). Atunci
(UV)A = U(VA) = U(AV) = (UA)V = (AU)V = A(UV),

deci UV € C(A).
(e) Fie X = (;C ?) Atunci AX = (

revine la

z , _(2y x - _
ox 2y) Si XA = (Zt z)' Conditia AX = XA

z
t
2x

2y

I T
=

I
N

b
2b al

(f) Fie Y € C(A). Conform punctului precedent, exista a,b € R astfel ca Y =

a b s . (a*+2b*>  2ab ) (0 0\ ~.
(Zb a)' Conditia Y= = O, se traduce prin ( igb 2 +2b2) = (0 0). Din

a> +2b*> =0, rezultda =b =0, deci Y = O,.

(9) Fie Z € C(A) astfel ca Z*” = O,. Conform punctului (d), orice putere a lui
Z este in C(A). Putem folosi atunci repetat punctul precedent in implicatiile
urmatoare:

Z2OO7 — Oz = Z2O48 — Oz = Z1024 — OZ = Z512 — Oz = Z256 — Oz = Z128 —
OQ$Z642023232:OQ$Z16:OQ$ZSZOQ$Z4:OZZ>Z2:OZZ>
/= 02

[

Notand a = x =t sib =y, avem A =

5. Subiectul IV.
Rezolvare.

(a) Deoarece functia cos este periodica de perioada 27, rezulta f(x + 2m) =
arccos(cos(x + 2m)) = arccos(cos x) = f(x), Yx € R.
(b) Conform punctului precedent, suma din enunt este

1003 1003
Y [f@km) + f(@k + D] =) [£(0) + f(0)]
k=0 k=0

Dar f(0) = arccos(cos0) = arccos(l) = 0 gi arccos(cos 1t) = arccos(—1) = .
1003

Deci suma este Z [0 + ] =|10047

k=0
(c) Reamintindu-ne ca arccos : [-1,1] — [0, 7] este inversa functiei cos : [0, 7] —
[-1,1], avem f(x) = arccos(cosx) = x, Yx € [0,]. Cum 7 € [0, ], avem

f'(x) =1, pentru orice x € (0, ), deci in particular f'(5) = .

3
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(d) Am vazut la rezolvarea punctului precedent ca f(x) = x, Yx € [0, r]. Atunci
pentru x € [0, 70] avem [0, x] C [0, 7], deci

fft)dt ftdt t22

Comentariu: Egalitatea este valabila pentru x € [0, 7z].

(e) Functia R > x — arccosx € R are imaginea [0, t], Tn consecinta f(x) =
arccos(cosx) € [0, ], Vx € R.

(f) Fie G o primitiva lui f. Atunci conform punctului precedent G'(x) = f(x) > 0,
Vx € IR. De fapt G’(x) > 0 pentru orice x € IR cu exceptia acelor x pentru care
cosx =1 o x = 2kni,k € Z. Cum G este continua rezulta ca G este strict
crescatoare pe RR.

(9) Vom folosi faptul ca pentru y € [-1,1] avem

xZ

0o 2

arccos(—y) = m — arccos y (*)

Intr-adevar, ambii membrii ai egalitatii sunt in intervalul [0, 7], interval pe
care functia cos este injectiva. Deci egalitatea este echivalenta cu cos(arccos(—v))
cos(mt — arccos y). Or ultima egalitatea revine la —y = cos 7 cos(arccos ) —
sin 7t sin(arccos y) Si este consecinta imediata a faptului ca cos © = -1, sin 7t =
0 si cos(arccos y) =

Revenim la problema propriu zisa. Avem

27
FQn) = f bdt = f fodt+ | fid

2
Conform punctului (d), prima integrala este %

Evaluam a doua integrala cu schimbarea de variabila t = x + . Folosind si
identitatea (*) demonstrata mai sus, avem

27T T T
f fydt = f arccos(cos(x + 1)) dx = f arccos(— cos x) dx
i 0 0

- dx = -x)d
L(n arccos(cos x)) dx L(n X)dx

2\[" w2
-

"~ 2
0
In concluzie F(2m) = .
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Pro DiDACTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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