BAC 2007
Pro—Didactica
Programa M1-2

Rezolvarea variantei 89

versiune finala

Redactia Pro—Didactica

Suportul pe net:
http://www.pro-didactica.ro/



25-4-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

CAPITOLUL 1

Varianta 89

1. Subiectul I

Rezolvare.
— 1
(@) cos BAC = cos60° = .

(b) Folosim una din formulele standard ale produsului scalar:

1
BA-BC=10-10-cos60° = 10-10- = =[50].

2
(c) Aria triunghiului ABC este
. V3
: : ° 10-10- ==
. |IBA| - |BC]| - sin 60 _ 2 _[55+3].
2 2
: . O o o . h - |BC|
(d) Fie i lungimea naltimii cautate. Aria triunghiului este egala cu S = > =

5h. Tinand cont de punctul precedent, rezultd 54 = 25v/3, de unde |7 =53 |
(e) Folosim teorema cosinusului, sau, in limbaj vectorial, calculam
— — — — —
AD?* = AB* + 2AB - AC + AC*.
Folosind rezultatul de la punctul (b) (toate unghiurile triunghiului au masura
de 60°) rezulta A—D)Z =100 + 2 - 50 + 100 = 300, de unde ||AD| = 10 V3|.
(f) Tn orice triunghi ABC raza R a cercului circumscris verifici relatia |BC| =

2Rsin A. Tn cazul de fata, 10 = 2R - ? & |R=

Sl

2. Subiectul II.1.
Rezolvare.
(@) Conform teoremei lui Bézout, restul impartirii polinomului f =2X° + X* + 1 la
X +2este|r= f(-2)=-11|
(b) Tntr-adevar,
fli) =2 +i=i(P+1) =i((-1)""®+1)=i-0=0.
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(c) Avem '_11 ‘32' —1-3-(-1)-(-2) =[1]
(d) Deoarece 00 = 0, rangul matricii este strict mai mic decat doi. Deoarece
2 0

matricea are un element nenul, rangul sau este egal cu .
(e) Functia de gradul doi f(x) = x*> — 4x + 3 isi atinge minimumul Tn punctul
Xg = —57 = 2. Valoarea minima este deci

min f = £(2) =[-1].

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
(a) Avem

lim f(x) = lim (x - Vx?—1) = —00 — 00 =[~c0].

(b) Amplificand cu “conjugatul” obtinem

I =lim (x - Va2 —1) =1 =—=10].
1mfx) 1m(x )ll—r’?°x+ - @

in consecinta dreapta de ecuatie y = 0 |este asimptota orizontala catre o la
graficul functiei f.

(c) Avem
2x X
"X)=1-——=|1- , v —o00,—1)U (1, 00).
POt e wog oo
(d) Limita din enunt este tocmai derivata functiei f ih x = 2, adica | f'(2) = 1 — % .
(e) Observam ca
f() x ,
= -1=- , Yx € (—o0,-1)U (1, ).
1 Ve flx), Vxe( YU (1, 0)
Folosind teorema Leibnitz—Newton rezulta
vio f(x)
f f f(xydx == (f(V10) - f(2)) = |5 - V3 - V10|.
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4. Subiectul III.

Rezolvare. 1n primul rand observam ci functia ¢ este bine definita pe G. ntr-
adevar, daca a,b € R verifica f, = f, rezulta a = f,(0) = £,(0) = b. Prin urmare g este
bine definita si este bijectiva.

(a) Fiea, b € R. Atunci

(fiof) @) = fi(fi(x)=fix+b)=x+b+a
= fpwa(x), VxeR.

Asadar f, o f, = fyra = forn = fo 0 fa, Ya,b € R.
(b) Folosind punctul precedent,

faoo fo=foo fo= faro = fo, Va€eR.

(c) Folosind din nou punctul (a), obtinem

faof—a :f—aofn :f(—g)+a :fo, YaelR.

(d) O reformulare a punctului (a) este faptul ca G este parte stabila in raport cu
operatiile de compunere a functiilor. In general compunerea functiilor este
asociativa si in plus, compunerea functiilor este comutativa pe G. Punctul
(b) este echivalent cu faptul ca f, este element neutru in raport cu aceasta
operatie (de altfel, f, este functia identitate pe R), iar punctul (c) reprezinta
faptul ca orice element din G este inversabil. Asadar (G, o) este grup comu-
tativ.

(e) in primul r&nd, f, o f, o fo = forara = f30, Ya € R. Ecuatia devine

fu=fis © 3a=15 o [a=5|.

(f) Folosind definitia functiei ¢ precum si propozitia de la punctul (a) obtinem
§(fac f) =g(faw) =a+b=g(f) +g(f), Vab,eR.

(g) Fie n € IN* sia € R. Aplicand in mod repetat identitatea de la (a) este usor
de vazut faptul ca
fao fao .0 fo= fua-
————
n Ofi

Asadar

glfao fao...0fa| =8 (fu) =na.

—
n Ofi
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5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(@ |f'(x) = —sinx + x|, Yx € R.
(b) Studiem semnul derivatei functiei f’, adica semnul derivatei a doua a functiei
f. Avem

"(x) =—cosx+1 >0,Vx€]R,x¢2kn+z,k€Z.
2

Evident, f” 2k + %) = 0, Vk € Z.
(c) Folosind punctul precedent constatam ca f” este strict pozitiva pe R, cu
exceptia unei multimi de puncte izolate. Prin urmare f” este strict crescatoare

pe RR. Tn consecinta,
f'(x)> f'(0)=0, Vxe(0,0).

(d) Folosind rezultatul de la punctului precedent, semnul derivatei functiei f este
>0 ,xe€(0,00)
dat de [’
f'® {<0 , X € (—00,0)
spectiv strict descrescatoare pe (—co,0]. Prin urmare x = 0 este punct de
minim global pentru f, deci

fxX)>f0)=1-1+0=0, YxeR.

. Deci f este strict crescatoare pe [0, ) re-

(e) Aplicam succesiv regula lui I'Hopital, atata timp céat limita de calculat este
nedeterminata de tipul % Avem

2
. f(x) . cosx—1+%  —sinx+x
im— = lim————= =lim —
x—0 x4 x—0 x4 x—0 4x3
I —cosx+1 T sinx
= lim =lim
x—0 12X2 x—0 24x
T COS X 1
= lim =|—|.
x—0 24 24

(f) Rescriem cantitatea de sub limita sub forma

Notam g(x) = —%. Deoarece ling Q(x) =0si lin& (1+ ) = e, rezulta
x— y—

lim (cos x — f(x)f2 :lin(} [(1 + g(x))”g(")]_l/z — 12 =

x—0

L
7l
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. . . xZ . .
(9) Inegalitatea de la (d) se mai scrie cosx > 1 — %, Vx € [0, o0). Subsituind x cu

x? rezulta \

cos x > 1—%, VYx € [0, 00).

in fine, integrand aceasta inegalitate pe intervalul [0, 1] obtinem

f cosxzdxzf (1_x_) dx:(x—x—)
, . 2 10

1010

0
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