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CAPITOLUL 1

Varianta 86

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

(8) 0CI = {(-1-0F +@2-0) =| V5

Al 1 1 1 1 1 1
(b) Aria triunghiului ABC este data de > undeA=|1 -1 1|=|0 -2 0=
-1 2 1 |-2 1 0
0o -2 o
'_2 || = —4. Deci aria este 2]

(c) Raza cercului de ecuatie (x — 0)> + (y — 0)> = (V2)? este | V2|
(d) Punctele A si B sunt pe cercul de ecuatie x> + y*> = 2, in timp ce C si O
nu sunt (verificare simpla prin substituirea coordonatelor in ecuatia cercului).

. . 2 1
Deci probabilitatea este 1 .

(e) Coordonatele vectorului AB sunt (1-1,-1-1)=|(0,-2)|
(f) Partea reala a numarului complex (1 +2i)> =1+4i+4i> =1+4i—4 = -3+4i

este -3/,

2. Subiectul I1.1.
Rezolvare.
(@ 2" =42 =2Doi+x=2or+x-2=0x€e|{-2,1)

(b) Ratia progresiei aritmetice este r = B0 _ 5 Atunc

a;=a;+6r=1+6-2=[13|.

7! 7! . . .
() C-C2 = SR [0]. De altfel, stim cu tofii ca C* = C*, pentru orice
nkeNcuk<n

1 1
(@) log, § +1og, 8 = log, (5 -8) = log,2=[T]e N
(e) Restul impartirii polinomului f = X* — 2X® + 3X? — 4X + 4 la polinomul X — 1
este f(1) =1*-2-1%+3-1>~4-1+a = a—2. Atunci din enunt avem a —2 = 2,

decia = .
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3. Subiectul II.2.
Rezolvare.
(a) Este util sa scriem functia sub forma f(x) = x - e¢™*, Yx € R. Atunci

1-—x
ex

ffix)=e*—xe* =|(1-x)e* = , VYxelR.

(b) Punctele de extrem sunt printre punctele critice, care sunt solutiile ecuatiei

f'(x) = 1;x =0 x=1. Cum f'(x) >0 pentrux <1sif(x)<0

pentru x > 1, rezulta ca x = | 1] este punct de extrem pentru f si anume este
un punct de maxim global.

(c) Calculam f”(x) = (1 —=x)e™) = —e* = (1 —x)e™* = (x = 2)e™*, Vx € R. Singura
solutie a ecuatiei f”(x) = 0 este x = 2. Cum in acest punct f” are schimbare
de semn, rezulta ca x = |2 | este punct de inflexiune pentru graficul lui f.

(d) Integrand prin parti, avem
1 1
f(—x-ex)dx = —f x(e*) dx
0 0

1
f f(=x)dx
0
1
-

x1+f efdx =
0
(e) Avem un caz de nedeterminare =. Aplicam regula lui 'Hopital si obtinem

0

hmfx)—hmi—hm—: =0].

X—00 X—00 ex X—00 ex

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(a) Deoarece matricea A are prima linie identica cu ultima, detA = @ De
0 01
asemenea, matricea B = [0 0 0] are numai elemente nule pe linia a doua,
100

deci detB = 0]

(b) Cum det A = detB = 0, ambele matrice au rangul mai mic decat 3. Minorul
matricei A obfinut prin eliminarea primei linii Si primei coloane este I,, matrice
cu determinantul nenul, deci rangul lui A este [2]. De asemenea, minorul
matricei B obtinut prin eliminarea celei a doua linii si a doua coloane este

1 . . . .
((1) 0), matrice cu determinantul —1 # —0. Prin urmare, rangul lui B este .

2
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(c) Prin calcul direct,

0 0 1\/(0 0 1 100
B> = [0 0 0f|0 0 Of=||0 O O
1 0 0J{1 0 O 0 01
0 0 1\(1 00 0 01
B> = B-B*=|0 0 0|0 0 0|=||0 O O|=B
[100]001] [100]
200 20
(d) Verificarea. Pentru n = 1, intr-adevar A' =10 1 0 |.
20 0 20]
2n—1 0 2n—1
Pasul de inductie. Presupunemca A" = 0 1 0 |[. Atunci
[2;11 0 2n—1
210 2"1\(1 0 1
A" = A" A= 0 1 0|0 10
2=t 0 2111 0 1
2n=t 4 on=t g 2nl 4 pn-l 2" 0 2"
= 0 1 0 =0 1 0
2=t 2n71 2”1+2”1] {2” 0 2”]

Conform principiului inductiei matematice, demonstratia este incheiata.
(e) Avem A = B + I3, deci A?> = (B + I3)?> = B> + 2B + I. Luémazsib:.

0 01
() Folosind punctul (c), pentru orice k € IN*, avem B**! = B, B%* = [O 0 0].

1 00
k 0 k
Atuncil; + B+B%+...+B¥*1+B* =|0 1 O0]. Este suficient atunci sa luam
k 0 k

k=2"1siavemI;+ B+ B>+ ...+ B* 1 + B%* = A",
(9) Presupunem ca exista p € IN astfel ca

A+A’+. . . +A"=L+B+B*>+...+PB

Fiecare din matricele din membrul stang are 1 in centru, deci suma din mem-
brul stdng este o matrice care va avea in centru elementul n. Matricele din
membrul drept au toate 0 Tn centru, cu exceptia lui I; care are 1. Atunci
suma din membrul drept va avea 1 elementul din centru. Dar n > 2 > 1.
Contradictie.

5. Subiectul I'V.

Rezolvare.

e o |k
A avem f/(x) = e

(a) Pentru orice x > —
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(b) Pentru orice k € IN*, functia f, este continua pe domeniul de definitie, deci
lim fi(x) = fi(0) = Ine =
(c) Fiea,beR. Atuncil—-a+a(l-b)=1—-a+a—ab=1 - ab.

(d) Conform definitiei derivatei unei functii intr-un punct, limita este f/(0) = Ig .

(e) Rescriem numaratorul folosind identitatea de la punctul (c). Folosind apoi
punctele (b) si (d), avem

lim 1= fi(x) f2(x) lim 1= fi(x) + ()1 = fo(x))

x—0 X 0 *
= —f10) + A0)(=£;(0)) = —% - (‘%)
3
" e

() Avem
l-a+a1(1-a)+ma(l—a3)+...+may...a,1(1 —ay,) =
= (1—m)+ (ap — aaz) + (@10, — a1a2a3) + ... + (14 . . .ay_1 — a14; . . . A, _14,)
= 1-ma...a,.

(g) Acest punct este o generalizare a punctului (e), dar metoda pe care trebuie
sa o folosim este exact aceeasi. Folosim punctul precedent ca sa rescriem
numaratorul fractiei si apoi folosim punctele (b) si (d). Avem

1- e fn
i LSO ) _

i L A@  A@A = @)+ 4 HOLE). - fra @ - i)
x—0 X

= —£1(0) = £1(0)/,(0) = £1(0)/2(0)/3(0) —.

1+2+...+n

= [i(0)£2(0) ... £i1(0)£,(0)

e

B nn+1)

a 2e
Comentariu. La acelasi rezultat se poate ajunge si direct prin folosirea re-
gulii lui I'Hopital.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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