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CAPITOLUL 1

Varianta 85

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Observam ca dreapta AB este verticala. Ecuatia ei este x = 2. Distanta
cAutatd este atunci|2 | v(detalil

Este distanta de la C la punctul de coordonate (2,4) de pe dreapta.
(b) Mijlocul M al segmentului BC are coordonatele (% %) = (1,2). Mediana

din A este dreapta AM. Ecuatia ei este |y = 2| (atat A cat si M au ordonata
2).

(c) Triunghiul AOB este dreptunghic cu unghiul drept in B. Acest triunghi este
si isoscel caci segmentele AB si OB au ambele lungimea 2. Deci masura

unghiului AOB este 45° si astfel cos AOB =

2
. . 2
(d) Folosim formula cos2x =1 -2sin*x =1-2(2) =1-2-1=[0]
-
(€) IACI = /2 -0)>+ (2 - 4)2 =|2V2|.
(f) Folosind formula indicata, avem

sinzcosE = on (2%) =
8 8 2

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(a) Fie a; primul termen, iar r ratia progresiei. Atunci

a, = a;+r=>5
as = m+4r=14
Scazand din a doua ecuatie pe prima, deducem 3r = 9 si de aici » = 3. Atunci

a6:a5+r:14+3:.

(b) Avem 2m—1|<4 o 4<2m-1<4 e -3<2m<5e -3/2<m<5/2

Darm e Z, decim €|{-1,0,1,2} |

(c) Polinoamele de gradul al doilea considerate sunt de forma aX? + bX + ¢, cu
a,b,cef{0,3,6,9},a # 0 (altfel am avea un polinom de grad inferior lui 2). Deci
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pe a1l putem alege n 3 moduri, iar pe fiecare dintre b si c in 4 moduri. Asadar

exista 3 - 4 - 4 =| 48| polinoame de tipul considerat.
(d) Nu este nevoie sa rezolvam ecuatia, este suficient sa verificam care din valori
o satisface. Vedem ca x = 3 este singura solutie dintre elementele multimii,

. . 1
deci probabilitatea este .

(e) Produsul a doua numere impare este tot numar impar, deci este parte
stabila a lui R la inmultire. Cum 2 € Bsi2-2 =4 ¢ B, rezulta ca B nu este
parte stabila.

3. Subiectul II.2.
Rezolvare.
: 1
(a) Pentru orice x > 5 avem

1 1 1

_( B )_1 2x+1-2x-1) 1
2\2x -1 2x+1

T2 2x-D@x+1) 421

= fx).

(b) Folosind punctul precedent, obtinem o suma telescopica in care toti termenii
se vor reduce doi cate doi cu exceptia primului si ultimului:

1/ 1 1 1/ 1 1
f+fQ)+...+f(n) = 5(2.1_1‘2.1+1)+§(2.2—1_2-2+1)+

; +1( LI )
o2\ -1 2n+1
1
—(1— ! )
2 2n+1

1 1 1
Folosind punctul (b) limi li _(1_ ):_
(c) Folosind punctul (b) limita este lim -1 - ———]=|>

(d) Folosind punctul (a), obtinem

1 1 1
, Vx> —.

’ — 1 - =
£ = 5|20 =17 w20+ 107 = | e - g e

(e) Cu schimbarea de variabila y = 4x> — 1, avem dy = 8x dx. Deci

V2 71 7
8x (x)dx:f —dy =|ln=|.
fl / 3 Y ! 3

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(@) Fie x = [x] + {x}. Atunci x + k = [x] + k + {x} sicum [x]| + k € Z, iar {x} € [0, 1),
avem [x + k] = [x] + k.
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oy mem = (18] 2= () [ - G[3) - Bl

AN
%A(éAé)_%A(L[éD_%A?_%+[§]_%+2
3°°\2°°3/ 3"\2 13l)] 372 3 121 |3

(c) Fie x,y,z € R. Atunci

xAYAz = (xAy)+[z]l=x+[y]) +[z] =x+[y] +[z]

@
xANWYAz) = xAy+[z)=x+[y+[z]l] =x+[y] +[z]
Deci (x A y) Az = x A (y A z), pentru orice x,y,z € R si astfel legea este
asociativa. . . .
(d) Este suficient un contraexemplu: 0 A 5= 0 si 5 ANO = 5
(e) Procedam prin reducere la absurd. Presupunem ca exista ¢ € R astfel ca
eNa=aNe=a, YacR. Deaicia =eAa =e+[a], pentru orice a € IR. Pentru

a =0 obtinee =0, iar pentrua = - aveme = 1. Contradictie.
() Avem (c Ac) Ac = (c+[c]) + [c] = ¢+ 2[c]. Ecuatia devine

c+2c]=cec]=0<|ce[0,1)].

(g) Fie x € R. Se arata usor ca x"" Yy AXAXA .. Ax= x+(n—1)[x] (cum legea

n—ori
este asociativa nu avem nevoie de paranteze). Pentru orice x € H, avem
[x] = x, deci x"" = nx € H. Daca x # 0, atunci functia N > n +— nx € H este
injectiva, de unde rezulta ca H contine o infinitate de termeni, contradictie.

Deci H =|{0}|.
5. Subiectul IV.
Rezolvare.
) 1 -1 .
(8) Pentru orice x > 0 avem f'(x) =1~ — = z — sig()= [ 27 sin 27ix |

1 . s <
(b) Cum f”(x) = p >0, Vx> 0, rezulta ca f este convexa pe (0, o).

x—1 [<0, x<1

Ty 1>0, x>1'
Astfel f(x) > f(1) =1, Vx> 0.

(d) Folosind punctul (c) observam ca g(x) < 1 < f(x), Yx > 0. Pentru a avea
f(x) = g(x) trebuie sa avem egalitate Th ambele inegalitati de mai sus. Dar
f(x) =1, doar pentru x = 1. Cum g(1) = cos 27t = 1, singura solutie a ecuatiei

este[x = 1]

(c) Observam ca f'(x) = deci f are un minim global in x = 1.
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(e) Aria este egala cu f |f(
1

prin parti obtinem

N

pro-didactica.ro

x)| dx. Deoarece f este strict pozitiva, integrand

f(x lnx)dx—fxdx—f (x) Inx dx

“—xlnx| f(lnx)dx
1

2h

2 _ e

¢ 1—elne+1-lnl+f1dx
1

62_1—e+e—1— e -3

2 2

(f) Folosind de doua ori regula lui I'Hopital pentru cazuri de nedeterminare 2,

avem
5 1-g¢x)
m

x—0 x2

. 1—=cos2mx .. 2msin2mnx
= lim ——— =lim —
x—0 x2 x—0 2X

. 4r?cos2mx 5
= lim ———— =
x—0 2

(9) Pentru orice 1 € IN, g(n) = cos2mn = 1, deci lim g(n) =[1]

Comentariu: Enuntul ar fi trebuit ceva de genul “Fie sirul (x,),cn definit prin
x, = g(n). Sa se calculeze lim x,.“ In forma publicata nu este clar ca avem

n—oo

limita unui sir, litera n nu defineste obligatoriu numai numere naturale. Daca
avem de a face cu limita unei functii (adica n € R), atunci limita nu exista.



	Capitolul 1. Varianta 85
	1. Subiectul I.
	2. Subiectul II.1.
	3. Subiectul II.2.
	4. Subiectul III.
	5. Subiectul IV.


