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CAPITOLUL 1

Varianta 84.

1. Subiectul I

Rezolvare.

(a) [2i] = 2li| = 2]
(b) Din teorema lui Pitagora lungimea ipotenuzei este egald cu V122 + 52 = @
(numar cu noroc).

(©) sinz+cosE = 1+£
6 6 (2 2|
(d) Produsul scalar al vectorilor 7 si w este 7 -w =2 -3 +1-(=5) =1}
L Lo A
(e) Aria triunghiului ABC este S = % unde
1 5 -2 1 5 -2
A=|1 a a|=|0 a=-5 a+2|=a+2.
1 4 -2 0 -1 0

Al

Conditia din enunt revine la 5 = 2 & |la+2=4 © «ae€{-6,2}. Deoarece

cautdm numai solutii pozitive obtinem [a = 2|,

(f) o
3+i  i(-3i+1) _

3i—1  3i—-1

7

a+bi=

asadar [a=0,b=-1|

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(a) Deoarece in Zs avem 52 = 25 = 1 rezultd 5207 = 5. (52)1003 = 5.1 = .
c c3
(b) Avem C—g = C—g = [1]. Reamintim c4, in general, C* = C’* pentru orice
8 8

nelN*sikelN,0<k<n.

(c) logsx +1log;3=2 & log(3x)=2 & 3x=5" & x:23—5.

(d) Notand cu t = 2 obtinem ecuatia > +t = 6 < >+t —6 = 0 cu solutiile
t € {=3,2}. Ecuatia 2* = —3 nu are solutii reale, iar ecuatia 2* = 2 are solutia

unica [x =1/
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(e) Deoarece V1 < V2 < V3 < V4 = 2 < /5, inegalitatea din enunt este
satisfacuta de trei numere din cinci. Probabilitatea acestui eveniment este

_3
3. Subiectul I1.2.
Rezolvare.
) 1-(x>+4)—x-2x 4 — x?
(a) Avem f'(x) = 2+ ) = el Vx e R.

(b) Folosim schimbarea de variabild y = x> + 4. Atunci dy = 2x dx i obtinem

1 1 5
X dx 1 1 1 5
fof(x)dx_fo x2+4_f4 Q.Edy_ilnyh_

f2@dx—f2 dx —1arct 52— 1(E—aurct 1)
Cx T e T 2M08) T2\ 83

(d) Folosind formula derivatei calculata la (a), observam ca f’(x) =

In

N =
NS

(€)

4 — x?
numitor pozitiv’
deci f’(x) > 0, Vx € (-2,2). Prin urmare functia f este strict crescatoare pe
[-2,2], g.e.d.
(e) Dam factor comun fortat pe +/n, atat la numarator cat si la numitor. Obtinem
BVi+1_ 3+ 3+0 [3

lim = lim = = .
n—0co _ n—ooo D _ L _
2 \/_ 1 2 e 2-0 2

4. Subiectul III.

Rezolvare.

(a) Coeficientii de pe ultima coloana a matricii A sunt toti nuli, deci detA =
0. Prin urmare rang A < 2. Deoarece primul minor de ordinul doi este

'_11 _01' =1+ Orezulta rang A = 2.
(b) Avem
-1 -1 0\(-1 -1 O 0O 1 0
A> =1 0 o1t 0 Of=||-1 -1 0
0O 1 oJ{l0 1 0 1 0 0
-1 -1 0\y(0 1 O 1 0 0
A =11 0 0||]-1 -1 0|l=[]0 1 0
0O 1 oJj{1 0 O -1 -1 0
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(c) Calcul direct:

-1 -1 0 0 1 0 1 0 0 000
A+A2+A%=|1 0 O|+|-1 =1 ol+l0 1 ofl=|0 0 O

0 1 0 1 0 0) \-1 -1 0 0 00

:O3.

(d) Alegem B = A% + A + I;. Atunci B # Os, deoarece coeficientul lui B de pe
a treia linie si a treia coloana este egal cu 1. Conform punctului precedent
rezultda AB = BA =A%+ A+ A = O;.

(e) Folosind din nou punctul (c), rezulta

A= A=A+ A+ A)A-1)=0s-(A-15) =03,

g.e.d.
(f) Generalizarea punctului precedent este faptul ca sirul A, A%, A3, ... al puterilor
consecutive ale matricii A este periodic de perioada 3. Atunci

1 0 0
A2007 — AS 3 (A3)668 — AS — 0 1 0
-1 -1 0

(g) Fie a,b,c € R. Observam ca aA + bA? + cA® = A(als + bA + cA?), asadar
det(@A + bA* + cA%) = det A -det(al; + bA + cA?) =0 # 1 = detI;.
~——
=0

Prin urmare aA + bA? + cA® # I3, g.e.d.

5. Subiectul IV.

Rezolvare. O scriere alternativa a expresiei functiei f este f(x) = ln(l + ﬁ)
Vx € R.

2x 2x 2x
=|- , Vx e R.
@ fx T¥+2 2+l (2+1)(x2+1) e
(b) Limita din enunf este exact derivata functiei f in x = 0, adica f’(0 @

(c) Studiem semnul derivatei f’. Cu formula derivatei obtinuta la punctul (@)

>0 ,x€(—0,0)

<0 ,x€(0,00)
pe (—oo, 0] respectiv strict descrescatoare pe [0, ).

(d) Am vazut la punctul precedent ca x = 0 este punct de maxim global al functiei
f. Deci f(x) < f(0) = In2, Yx € R. Celalalta inegalitate rezulta direct din
expresia lui f si monotonia functiei logaritm:

f(x) = 1In (1 ;

constatam ca f”(x) { . Prin urmare f este strict crescatoare

1
x2+1)>ln1:0, VxeR.
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(e) Avem

. o 1y B
lim £(x) _Egln(n x2+1) ~ In(1 + 0) = [0].

(f) Deoarece ni se serveste primitiva pe tava, tinand cont si de teorema Leibnitz—
Newton, nu avem decat sa verificam faptul ca membrul drept
— este o primitiva a functiei x — In(x* + a?).
— iavaloarea 0 in x = 0.
Cea de a doua conditie este evident satisfacuta. Verificam si prima conditie:

2, 2 X\ _ 2, 2 2x
(xln(x +a)—2x+2a-arctg;) = In(x +a)+x-m—2+2a-x2

2x? 242
2 2_2+ 2 2
X2 +a X2 +a
= In(x*+4%), VxeR,

= In(x*+4%) +

g.e.d.
(9) Deoarece f este strict pozitiva pe IR, aria ceruta in enunt este

1 1 1
dx = In(x* +2)dx— | In(x*+1)d
fof(x)x Ln(x+)xf0n(x+)x

1
In3 -2 +2\/§arctgE — (In2 — 2 + 2arctg 1)

1
= ln%+2\/§arctg$—g :

Am folosit formula de la punctul (f) pentru 2 = V2 respectiv a = 1.
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