BAC 2007
Pro—Didactica
Programa M1-2

Rezolvarea varianteil 80

versiune finala

Redactia Pro—Didactica

Suportul pe net:
http://www.pro-didactica.ro/



30-5-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

CAPITOLUL 1

Varianta 80

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(@) Cu formula uzuala (teorema lui Pitagora) distanta este

|OA] = V(0-22+(0-22=(2V2

(b) Ecuatia cercului cu centrul in (0,0) si raza de lungime 2 V2 este

x-02+y—-02=2V2)? o |¥2+y*=8

(c) Triunghiul OAB este dreptunghic isoscel cu unghiul drept in B. Atunci masura

. . = = . —— 2
unghiului OAB este 45° si cos OAB = 7\/_ .

(d) Cum4?+42—4.4—4.4 = 0, punctul (4,4) apartine cercului x>+ > —4x—4y = 0.

3- 41 CB-4i] 3+ (42 25
(e) = 5 - = ===
) Partea reala a numarului

(3—4i)_32—24i+(4i)2_9—16—24i 7 24

5 25 B 25 25 25
este —1
25
2. Subiectul I1.1.
Rezolvare.
3 1 31 3 1 3 3 5
(a)Z*E_ZZE_ZZ_ZE 3—1—5—1 +3=

(b) Sa observam mai intéi ca legea este comutativa, adica x » y = y = x, pentru
orice x,y € IR. Elementul neutru este atunci acel e € IR, cu proprietatea
x+e = x, Yx € R. Aceasta egalitatea se scrie sub formele echivalente 2xe—2x—
2e+3=x© 2x¢-3x—-2e=3=0¢ x(26—3)-(2e-3) =0 & (2e-3)(x—1) =
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Pentru ca aceasta sa aiba loc pentru orice x € R este necesar si suficient ca

Ze—3=0®e:.

(c) Fie y simetricul lui 4. Acest fapt revine la

N

1 1
4*]/:; =3 8y—8—2y+3:§ = 6y:73 & y= é

d 29+«(@4)=1 © 2-29-4"-2.2"-2.4"+3=1 & 2. 4" -2"—4"+1 =
0 & (2*-1)(4* -1) = 0. Ultima egalitate are loc daca si numai daca 2* = 1
sau 4° = 1. Ambele ecuatii conduc la x =[0].

(e) Sa observam ca x+y = 2(x — 1)(y — 1) + 1, Vx,y € R. Atunci daca luam

x:1+%eQ\Z§iy:1+§eQ\Z,avemx*y:2-§-§+1:3eZ.

3. Subiectul I1.2.
Rezolvare.
@) f(=1) = (=1)* +2(=12 + (-1) + 1 =

. 1\ 2 1 1
(b) Pentru orice x € R avem (x2+§) +(x+§) +a:x4+x2+1+x2+x+1+a:

1 ) ) 1
x4+2x2+x+§+a. Deci trebuie caa =| = |.

2
(c) Cum orice patrat perfect este pozitiv, folosind punctul precedent, avem

2 2
f(x):(x2+%) +(x+%) +%20+0+%, Vx € R.

(d) Pedntru orice x € R, avem f’(x) = .

1 5 3 2 1
X 2x X 1 2 1 71
(e) L f(X)dX—(g-i'?-i-E-i-X)

=—+—-+—-+1=|=
o 9 3 2 30

4. Subiectul III.
Rezolvare.

(@) detA =(-1)-2-(-2)-1 = @ Rezulta ca matricea A are rangul mai mic
decat 2. Cum A contine cel putin un element nenul, rangul sau este .

2
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(b) Prin calcul direct

e i e B _22)=
B> = _21 _21 _21 _21 = _21 _21):
AB = _11 _22 —21 —21 = 8 8)202
BA = —21 —21 _11 _22 = 8 8)202

Se vede acum ca AB = BA.
(c) Fie x,y € R*. Atunci folosind punctul precedent, avem C(x) - C(y) = (xA +
B)(yA + B) = xyA* + xAB + yBA + B> = xyA + B = C(xy) € M, caci xy € R",
(d) Fie x, y € R. Am vazut la punctul precedent ca C(x)C(y) = C(xy) = C(yx) =
C(y)C(x).
(e) SaobservamcaC(l)=1-A+B= ((1) (1)
pentru orice x € IR*, avem C(x)C(%) = C(1) = I,. Deci C(x) este inversabila si

(C(x)™" = C(2). Tn particular,

) = I,. Atunci, conform punctului (c),

N

C@)! = c(—): ZA+B= (_% (1)) .

(f) Prima solutie. Presupunem ca exista o matrice X = (; ?) € M>(R) astfel

N S REE

- (—x—ZZ —y—2t)_(2 2)
x+2z y+2t) \-1 -1
Dar din aceasta egalitate matriceala avem de exemplu, x+2z = —1 i —x—2z =
2. Contradictie, deci presupunerea ca exista asemenea matrice X este falsa.

A doua solutie. Presupunem prin absurd ca AX = B, unde X € IM,(C).
Rezulta A>X = AB. Folosind calculele de la punctul (b) obtinem

B=AX=A>X=AB=0,,

ca

absurd.
(9) Am vazut la punctul (c), ca C(x)C(y) = C(xy), Vx,y € R. Folosind repetat
aceasta proprietate, pentru orice x € R si orice n € IN*, avem

Cx)"=C(x)C(x)...C(x) =C(x-x-...-x) =C(x")

n—ori n=ori
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Comentariu. Nu am folosit inductia pentru ca nu era nevoie. In conditii de
examen insa ar fi de preferat sa faceti ce vi se cere, deci sa demonstrati prin
inductie. La pasul de inductie veti folosi C(x)"*! = C(x)" - C(x) = C(x") - C(x) =
C(x" - x) = C(x"*).

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

(@) Pentruorice x € R, avem f/(x) = (1+x)"+nx(1+x)"' = [ (1 + x)" (1 + x + nx) |.

(b) Conform definitiei derivatei unei functii intr-un punct, limita este | f,(-1) = 0

pentru n > 1 si| f/(=1) = =1}, pentru n = 1.
(c) Conform (a), avem f;(x) = (1 + x)(1 + 3x). Punctele critice (adica solutiile

ecuatiei f,(x) = 0) sunt x; = -1 §i x, = -3 Studiind semnul functiei de
>0, xe(—oo,—1)u(—1,oo)
gradul doi, observam ca f;(x) = 1 3 . Rezulta ca
<0, wef-d)
3
. . 1 .
X = este punct de maxim local, iar x = -3 este punct de minim local

pentru f,.
(d) Fie n € IN*. Pentru orice x € [0,1] avem 1+x > 1, de unde (1 +x)" < (1+x)".
Integrand pe intervalul [0, 1] si utilizand monotonia integralei, rezulta I,, < I,,4.

Deci sirul (I,,),en- €Ste | crescator |.

1 n+1|1 n+1

(1T +x)"™ 2 —1
e 1+x)"dx = =
) L (1+x)"dx n+l | n+1
(f) Folosind formula dezvoltarii binomului lui Newton, pentru orice x € R si orice

n € IN*, avem

fi(0) = x(1+x)"=x(C)+Cix+Cox* + ...+ Cx")

= x-C+x* - Cl+x® Cr+...+x".C"
(g) Folosind punctul (e), calculam mai intai

1 1 1
» d — 1 nd — 1 n+l _ 1 nd
fof(x)x Lx( + x)" dx f(;[( + X) (1 +x)"]dx
2n+2_1 2n+1_1

n+2 n+1
. [Rn+ 12" — (n+1)] = [(n +2)2" — (n + 2)]
B nm+1(n+2)

n2™ 41

(n+1)(n+2)

4
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Pe de alta parte, pentru orice k € {0,1,...,n} avem

1
Xy = 2 | _ 1 .
0 k+2l, k+2

Nu ne mai ramane decat sa integram identitatea de la (f) pe intervalul [0, 1];
folosind calculele precedente obtinem exact indentitatea de demonstrat.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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