BAC 2007
Pro—Didactica
Programa M1-2

Rezolvarea variantel 7

versiune finala

Redactia Pro—Didactica

Suportul pe net:
http://www.pro-didactica.ro/



22-5-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

CAPITOLUL 1

Varianta 7

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Distanta dintre doua puncte A(x4, v4) Si B(xp, yp) este data de formula d(A, B) =

V(xa — xp)? + (v4 — y5)*. Aplicand aceasta avem: d(A, B) = VA +1)2+(3-2)2=

V5|,
(b) Aria unui triunghi cu varfurile A(xa, ya), B(xg, yp) si C(xc, yc) este data de for-
XA Ya 1
mula Ariapc = |A| unde A = |xg yp 1|. Deci aria triunghiului cu varfurile
Xc yc 1
1 31
A(1,3), B(—1,2) si C(3,5) este: Ariaspc = |A| unde A = [-1 2 1. Scazand
3 51
prima linie din a doua si a treia linie si dezvoltand dupa ultima coloana avem:
U3 1o o -2 _
A= —22 —21 8: o o |=—4+2=-2. Astlel Ariaspc = —= 1]

(c) Ecuatia cercului cu centrul in A(x,, y4) Si raza r este data de: (x — x4)* +
(y—1ya4)* = r*. Prin urmare ecuatia cercului cu centru in A(1, 3) si raza 5 este:

(x = 1) + (y — 3)> = 5%, ceea ce este echivalent cu x> —2x+1+y’—6y+9-25 =

Osau|x*+y*—2x—6y—15=0]|.
(d) Functia sinus este functie impara, adicé sin(—x) = —sinx Folosind aceasta

avem: sin (—g) +sin0 + sing = —sin E +0+ sm ~ =[0]. Putem calcula si
direct: sin (—%) +sin0 + sing =-1+0+1=0.

(e) Produsul scalareste 1- V2 + V2-(-1) = @
(f) Avem (1 —2i)> =1 —4i+ (2{)*> =1 —4i —4 = =3 — 4i. Modulul unui numar
complex z = a + bi este |z| = Va2 + b2, prin urmare |(1 — 2i)%| = | — 3 — 4i| =

(=3)2 + (—4)2 = V25 = 5],
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2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(a) Ecuatia x> —3x+2 = 0 are discriminantul A = /(=3)2 —4-2 =1 > 0 si solutiile

X, = 3+2\/T :$ix2: 3—2\/T :.
(b) Deoarece £(0) = 2, f(1) = f(2) = 0, f(3) = 2, f(4) = 6, numarul (1) divizibi

cu 3 pentru n € {1,2,4}. Deci probabilitatea cautata este |p = g .

(c) Folosind faptul ca f(1) = 0 si f(0) =2, avem (f o /)(1) = f(f(1)) = f(0) = .
(d) Conform punctului (a), solutiile ecuatiei x> —3x +2 = 0 sunt 1 si 2. Atunci
descompunerea in factori primi a lui f(x) = x> = 3x + 2 este (x — 1)(x — 2)

Si . Se poate de fapt observa direct ca parametrul k este coeficientul
dominant al polinomului f.
(e) Folosind faptul ca f(x) = (x — 1)(x — 2), avem

) o e
o) - |

ceea ce demostreaza c

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
(@) f'(x) = (xe*) =x'e* +x(e*) =e* +xe* =|e*(1+x)|,Vx € R.
(b) Punctele de extrem local ale unei functii sunt punctele unde derivata functiei
isi schimba semnul. Rezolvam deci ecuatia f'(x) = 0 echivalenta cu e*(1 +
x) = 0. Cum e* > 0, ecuatia ¢*(1 + x) = 0 este echivalenta cu x + 1 = 0, adica
x = —1. Pentru x < -1, avem f’(x) < 0 si pentru x > -1 avem f'(x) > 0,
deci f este crescatoare pe (—co, —1) respectiv descrescatoare pe (—1, ).
Singurul | punct de extrem este agsadar x = —1 (punct de minim global).
(c) Punctele de inflexiune ale graficului unei functii f sunt punctele in care f”(x) =
0 si f” are o schimbare de semn.
Calculam

f7(x)

(f() =@ @x+1) =€) x+1)+ex+1)

= ex+1)+e =e'(x+2).
Rezolvam f”(x) = 0 adica e*(x +2) = 0. Cum¢* > 0, ecuatia ¢*(x + 2) = 0 este
echivalenta cu x + 2 = 0, de unde x = —2. Sa mai observam ca in x = -2,
functia f”(x) are o schimbare de semn. Intr-adevar pentru x < -2, avem
f”(x) < 0 gi pentru x > =2 avem f”(x) > 0.

2
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Deci | singurul | punct de inflexiune al graficului functiei f este[x = -2

1 1
(d)f@:fexczx:eﬂ;:.

0 0
(e) Folosind teorema lui I'Hopital (caz de nedeterminare =) avem

S = lim @) = lime* =

lim —= = lim
x—oo0 X X—00

X—00 xZ X—00

&~
X

4. Subiectul III.

Rezolvare.

(@ Cum1=1+0-V2si12-2-02=1, rezultd 1 € M.
Presupunem ci 0 € M. Exista atunci 4,b € Z astfel caa + b2 = 0. In mod
necesar b = 0, altfel V2 = —% € Q, contradictie. De aici obtinem sia = 0 i

avem a> —2b*> = 0 # 1. Deci 0 ¢ M.
(b) Fiex=a+bV2eMsiy=c+dV2eM. Atunci

Xy = (a+b\/§)(c+d\/§) = (ac+2bd)+(ad+bc)\/§
Notdm p = ac +2bd € Z i q = ad + bc € Z si avem xy = p + g V2. Cum
p* —2g* = (ac + 2bd)* — 2(ad + bc)* = a*c® + 4abed + 4b*c? — 2a*d? — 4abed — 2b*c* =
(a* = 2b%)(c* — 2d%) = 1, rezultd ca xy € M.
(c) Fiex =a+b+2 e M. Atuncix # 0, c&ci 0 ¢ M. S& observam cax! =a—b /2.
Intr-adevar (a2 + b V2)(a — b V2) = 4> — 2b? = 1. Mai rimane doar s& aratam ca
x~' € M, ceea ce se vede usor cacia, —b € Z si a> — 2(-b)> = a> - 2b* = 1.
(d) Avem de verificat urmatoarele:
— M este parte stabila : conform (b)
— Inmultirea este asociativa : consecinta a faptului ca inmultirea numerelor
reale este asociativa si M C IR.
— Exista un element neutru: elementul neutru al inmultirii numerelor reale
1=1+0V2estein M.
— Orice element din M este inversabil : conform (c)
() x=3+2V2eMcaci3?-2-22=1
(f) Verificarea pentru n = 1 este imediata: 2, = a € IN* si by = b € IN*. Pre-
supunem ca x" este de forma din enunt. Atunci x"*' = x" - x = (a, + b, V2)(a +
b\/z) = (61'61,1+2b-bn)+(b'61n +a'bn)\/§§i
Ape1 = a-a,+2b-b, e N
byyr. = b-a,+a-b, e N
Conform principiului inductiei x este de forma din enunt.

(g) Fie x = 3+ 22 € M. Atunci x" € M pentru orice n € IN. In plus x"*! > x"
pentru orice n € IN. Deci M contine multimea infinita {x"|n € IN} si implicit
este infinita.
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5. Subiectul IV.

Rezolvare.

(@) Pentru orice x > 0 avem f'(x) =1 —Inx—x-1 =

(b) Rezolvand ecuatia f'(x) =0 & —Inx =0 gaS|m smgurul punct critic x = 1.
Pentru x € (0,1) avem f’(x) > 0 si pentru x > 1 avem f’(x) < 0. Deci functia f
are un maxim global in x = 1. Rezulta ca f(x) < f(1) = 0, pentru orice x > 0.
Comentariu: De fapt am demonstrat mai mult si anume ca f(x) < f(1) = 0,
pentru orice x € (0,1) U (1, o). Vom avea nevoie de acest fapt pentru punctul

(9).

In(1+2
(c) Avem o nedeterminare de tipul ;. Y. Folosind regula lui 'Hopital, avem lm(}n(Tx) =
2
111’18 2l1+1 —
(d) Separand mtegrala intr-o diferenta de integrale si apoi integrand prin parti
avem

f f(x— )dx — fxlnxdx
= (E—x) —f (J;Z)Ilnxdx
e’ —1 - f_ 1.

= 5 —e+1—x§lnx

B e+1 €z+
2 2

B _e+1+€2—1_€2—4€+1
- 2 4 4
(e) Pentru orice x > 0 avem
) = 57 X —InQx +1) - 1 _J2x— Qv+ 1)Inxc+1)
= x2 x2(2x + 1)

(f) Fie x > 0. Atunci conform punctului (b), f(2x+1) = 2x+1)-1—-2x+1) In(2x +
1) < 0. Cum x*(2x + 1) > 0, rezultd ca ¢’(x) < 0 si de aici deducem ca g este
descrescatoare pe (0, o).

Comentariu: Conform comentariului de la sfarsitul punctului (b), avem de
fapt ¢’(x) < 0 pentru orice x € (0,1) U (1,00) si in consecinia g este strict
descrescatoare pe (0, ).
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(g) Folosind comentariul de la finalul punctului precedent, avem
In(1 +2V2) _In(l+ 2+3)
V2 V3
& V3-In(1+2V2) > V2-In(1 +2V3)
& In(1+2V2)¥ >In(1+2V3)"?
& 1+2V2)V¥ > @1 +2V3)"2

g(V2) > g(V3)

QED.
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Pro DiDACTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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