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CAPITOLUL 1

Varianta 72

1. Subiectul I

Rezolvare.

@7 -T=1-3+(-1)-2=[1]

) . 2
(b) sin” 5 + sin ﬁ:.

(€) |cos & +isinZ| =il =[1]
(d) Deoarece 10> = 8% + 6%, din reciproca teoremei lui Pitagora rezulta ca tri-
unghiul este dreptunghic in A. Diametrul cercului circumscris este ipotenuza

. - : 10
triunghiului, deci raza sa este R = 5 = [5].

L o 1
(e) Aria triunghiului este S = §|A|, unde

1 45 |1 4 5
A=1 3 3|=|0 -1 -2 |=7-a
15 a |01 a-5
g . . . . v ~ 1 I 7 —
Punand conditia ca aria triunghiului sa fie egala cu 5 obtinem ecuatia | > a =

56 [7-a=10 & .

) re[2 - )3 +i)] =re(6+1—3i+2i)=]7]

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.

(@) InzZ,avem 3+5)-3=8-3=1.5=|3]|

(b) Suma din enunt este suma unei progresii aritmetice cu 33 termeni, avand
primul termen egal cu 3 respectiv ultimul termen egal cu 99. Asadar

3+6+9+...+99:3+299-33:.

(c) log,x=3 & x=2%=[8]

d) P+ +x+1=0 & (x+1)(*>+1) & [x=-1] Cel de al doilea factor nu
produce radacini reale.

(e) Functian +— 2"+3" este strict crescatoare pe R. Deoarece 2°+3° = 35 < 50 <
145 = 2* + 3* rezulta ca, dintre numerele {1,2,3,4,5} inegalitatea 2" + 3" > 50



8-3-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

este verificata numai pentru n € {4,5}. Probabilitatea acestui eveniment este

2
p - 5 -
3. Subiectul I1.2.
Rezolvare.

(@ |f'(x) =1-sinx|, Vx € R.
Bk
=|=+sinl|

1 1
(b)fof(x)dxz[)(x+cosx)dxz(%2+sinx)0 >

(c) Limita din enunt este tocmai derivata functiei f in x = 0, adica| f'(0) = 1.

(d) Cu formula de la punctul (a) constatam ca f'(x) = 1 — sinx > 0, pentru orice
x € R, cu exceptia unei mulimi de puncte izolate . Rezulta ca f este strict
crescatoare pe RR.

(d) Avem
) 5 . o n?—m?+n)
lim(n—- Vn? +n) = lim ———
e O+ Vn2+n
V [detalii]
am amplificat cu conjugatul
. —-n
= lim ———
D+ Vi +n
) -1
= lim
Nn—oo
1+ 4/1+1
n
V [detalii]
am dat factor comun fortat pe » atat la numarator cat si la numitor
-1 1
1+1

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(@) Pentrua =b =0 € Z obtinem (_a

b
_ab Z =1, € G. Deoarece I;' = I, € G rezulta si faptul ca I, € U(G).

Lbz) =0, € G. Pentrua =1, b = 0 obtinem

(b) Fie A = (_ab Z) B = (_ab, Z,) € G. Atunci

a b a b a+a b+l
A+B:(—b a)+(—b’ a’):(—(b+b’) a+a’)€G'
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(c) Fie A = (_ab 2) B = (_ab, 2,) € G. Atunci

a b\la UV aa’ — bb’ ab’ + ba’
AB = (—b a) (—b’ a’) = (—(ba’ +ab) —bb +aa’) €G.

b a

este numar natural nenul ). Aceeasi proprietate o are si matricea A™' €
U(G). Deoarece 1 = (detA) - (det A~!) In mod necesar avem det A = 1. Cu
alte cuvinte: singurul mod in care 1 poate fi scris ca produs de doua numere

naturale este 1 =1 - 1.

(e) FieA = (_ab z) € U(G). Continuand ideea de la punctul precedent, deoarece

(d) Fie A = (_LZ b) € U(G). Atunci det A = a>+b* € IN* (subliniem: determinantul

1=detA=a>+b*rezultda=0,0*=1saua’ =1, b=0. Prin urmare

0 1)} (0 -1
aefn (b ol 09}
Multimea de mai sus coincide cu  U(G). Este usor de verificat faptul ca
A? = +],, de unde A* = I, VA € U(G).

(f) Folosind punctul (¢c) observam ca matricile din G comuta doua cate doua. Pri
urmare singurul produs posibil de patru matrici distincte din U(G) este

0 1) (0 -1 -1 0
12'(‘12)'(—1 o)'(l 0):(0 —1)7”2'
Prin urmare, daca ABCD = I,, cu A, B,C, D € U(G) atunci doua dintre matrici
coincid, g.e.d.

(g) Fie A,B € G cu AB = 0O,. Rezulta 0 = det A detB, deci una dintre matrici
are In mod necesar determinantul nul. Fara a restrange generalitatea putem

presupune ca det A = 0. Dar A este de forma A = (_ab S) iar det A = a° + b,

infine, i +1*=0 @ a=b=0 & A=0,,q.ed.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(a) Intr-adevar, f(—x) =27+ 279 =27% 4+ 2% = f(x), Vx € R.
(b) Avem| f'(x) =2"In2 -27*In2|, Vx € R.
(c) Rearanjand formula de la punctul precedent, semnul derivatei functiei f este
dat de

<0 ,x€(-00,0)
>0 ,x€(0,00)

f(x)=2"In2(2*-1) {

Prin urmare f este strict descrescatoare pe (—oo, 0] respectiv strict crescatoare
pe [0, o).
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(d) Deoarece f”(x) = 2*(In2)* + 27%(In2)* > 0, Yx € R rezultd ca f este convexa
pe RR.

(e) Functia f este continua pe R, deci nu are asimptote verticale. Am vazut
la punctul (a) ca f este functie impara. Deci asimptotele catre —co sunt
simetricele (fata de originea sistemului de axe) asimptotelor catre co. Pentru
a raspunde cerintei din enunt este deci suficient sa demonstram ca f nu are
asimptote catre co.

Deoarece lim,_,., (2* +27) = oo, functia f nu are asimptota orizontala catre
co. Folosind regula lui I'Hopital, avem si

2+ 27 . ;
lim —; =1lim (2"In2 - 27 In2) = oo,
asadar f nu are nici asimptota oblica catre co.
() Avem
X X 2t 2—t x X _ DX
t)dt = 20+ 271 dt = — = R.
fof()d L( " ) (an an)O n2 ’ xe
Deci
b SOd 1 oo 1 1-2 1 1-0 [
oo f(x) ameIn2 28427 In2x-e0 1422 In2 1+0 |In2f

(9) Folosim in mod esential faptul ca f este strict crescatoare pe (0, 0). Dis-
tingem trei cazuri.

— x < 1. Atunci
: fx) > f(x?)
x2f>> 52007} = f(x21) > f(x2007) '
f(x) +f(x21) > f(xz) +f(x2007)
— x> 1. Atunci
z flx) < f(x?)
x2ic<< 52007} = f (x21) < f(x2007) '
f(X) + f(x21) < f(xz) + f(x2007)
— x = 1. Atunci

f@) + f() =2f(1) = f(x*) + fF(*).
Am gésit solutia unica [x = 1],
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