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CAPITOLUL 1

Varianta 69

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

(@) [B+iy =B +iff = (VI 1) = (9+17 =

(b) Pentru 2 € (0,%), avem sina > 0. Atunci, folosind formula fundamentala a

trigonometriei
. 3\ |4
sina = V1 —cos?a = 1_(5) — z

(c) Folosind formula lui de Moivre, avem

)10

(cosmt+isinm)” =cos10m +isin10m =1

Deci, partea reald este [ 1],
(d) Fie 6 unghiul format de vectorii 7/ si 7. Atunci

ETR 3-4+4(-2)-6 0

TPl Bt (22 VE+ 62 *

Rezultd c& masura unghiului 6 dintre cei doi vectori este [90° |
(e) Conform teoremei cosinus
_AB*+BC*-AC* 10°+122-10* |3

cosB=——2FBc - 21012 |5

(f) Coordonatele (x, y) punctelor de intersectie sunt solutiile sistemului

{x2 +y*> = 8 {x2 +y* = 8 {2x2 = 8 {x = +2
& & & _
x+y =0 y = —X y = —X y = F2

Deci cercul si dreapta din enunf se intersecteaza in puncte, anume
(2/ _2) $| (_2/ 2)

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.

Il
(e}

(a) (x—1)2+(x—y+3)2=0@{xf;13 IR {x _ .




17-6-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

(b) Deoarece A = (a+2)*—4-2a = (a—2)*> >0, Ya € R, ecuatia de gradul doi are
radacini reale.

(c) log,9° = log, [(3?)°] = log, 3! =
d) Vx>4 o x>4> & x€|[16,0)
(e) Verificam succesiv : 2! + 12 = 2 < 10, 22+ 22 = 8 < 10, 2° + 32 = 17 > 10.
Cum functia N > n — f(n) = 2" + n* € IN este strict crescatoare rezulta ca
f(5) > f(4) > 10. Cum 3 din cele 5 elemente ale multimii satisfac inegalitatea,

probabilitatea este .

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.
(a) Pentru orice x € R, avem f’(x) = |e* + cosx + 1/

(b)
1 1 . xz

1
= (el—cosl+5)—(eo—c050+0): e—cosl+3

(c) Limita este f/(0) = ¢” + cos0 + 1 =[3],
(d) Deoarece f(x) =e*+(cosx+1) > e +(-1+1) > 0, pentru orice x € IR, functia
f este strict crescatoare.

sinn cosn

(e) Sa observam ca lim = lim = 0, deoarece la numarator avem
n—oo eN n—oo N

functii marginite, iar la numitor o functie ce tinde la co. De asemenea, folosind

1

0

. . 1 .
regula lui 'Hopital avem lim L o lim = = 0. Atunci

X—00 ¢ X—00 ¢
1
. fl(n)_ . 6”+C05n+1_ . 1+C(2‘%+e_”_1+0+0_
lim =lim ————— = lim —— - = [1]
Vl—)oof(n) ”—’°°€”+smn+n ”_>001+smn+£n 1+0+0

en e

4. Subiectul III.

Rezolvare. Pentru simplitatea scrierii vom nota X(a,b) = (Z Z) Observam ca
G ={X(a,b) | a,be Z}.

(@) Avem O, = X(0,0) e Gsil, = X(1,0) € G.
(b) Fie A = X(a,b) € Gsi B = X(c,d) € G. Atunci

a b\(c d ac +bd ad + bc
X(a, b)X(c,d) = (b a) (d c) - (ad +bc ac+ bd)

X(ac + bd,ad + bc) € G

AB

2
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Am folosit faptul ca ac + bd,ad + bc € Z.
(c) Cu notatiile de la punctul precedent,

A+B=2X(a,b)+ X(c,d)=X@a+c,b+d) eG

Am folosit faptulcaa + ¢, b+ d € Z.

(d) Presupunem ca exista X € G, astfel ca det X = 2. Atunci exista a,b € Z astfel
ca X = X(a,b) si avem det X = a*> — b? = 2. Egalitatea aceasta se mai poate
scrie (a — b)(a + b) = 2. Singurele moduri in care 2 se poate scrie ca produs
de numere intregi sunt 2 = 1-2 si 2 = (=1) - (-2). in primul caz obtinem
20 = (@a—b)+ (a+Db) =1+2 = 3. Contradictie! Similar, in celalalt caz, avem
2a = (a—b)+ (a+Db) = (-1)+ (-2) = —3. Contradictiile obtinute, demonstreaza
ca presupunerea facuta este falsa.

(e) De exemplu, fie C=D = -1, =|X(-1,0) | € G. Atunci CD = I,.

(f) Fie de exemplu, P = | X(1,1)| e Gsi Q =|X(-1,1)| € G. Atunci, conform (b),
avem PQ = X(1,1)X(-1,1) = X(0,0) = O.

(g) Cautam M = X(a,b) astfel ca det M = a*> — b*> = 2007. Egalitatea precedenta
se poate scrie (a — b)(a + b) = 2007 = 3 - 669. Putem lua de exemplua —b =
3,a+b=6069 < a=2336, b=2333. Astfel M =| X(336,333) | satisface conditia.

[l

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

2VxZ2 +1 Vx2 +1

. 2 +1Y
(a) Pentru orice x € R avem f'(x) = (x ) -1= i

(b) Amplificand cu conjugata avem

lim f(x) = lim( Va2 +1 - x) = lim . 0]

TR VX2 + 1+ x

(c) Pentru orice x € R avem f(x) = V2 +1—-x > Va2 —x = [x[ —x > 0. In
concluzie, f(x) > 0,Vx € R.
(d) Continuand calculul de la punctul (a), pentru orice x € IR, avem

R x2+1 f(x)
Va2 +1 Va2 +1 2+l

Folosind punctul precedent, deducem f’(x) < 0, Vx € IR, deci f este strict
descrescatoare pe R.

[ =
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(e) Deoarece lim f(x) = co—(—o00) = oo, graficul lui f nu are asimptota orizontala
X——00
catre —co. Cautam asimptota oblica de forma y = mx + n. Avem

2 2
tim 2% = tim [x—”—1): lim[ x +1—1):—2
x—o—c0 X x——00 X X——00 _\/E
n = lir_n[f(x)—mx]: lir_n[Vx2+1—x+2x]
1
= lim(Vx¥?+1+x)= lim ——— =0
= e E e -1

Deci graficul lui f are catre —co asimptota oblica |y = —2x|.
(f) Continuand calculul de la (a), avem

Va2 +1—x—=2
f(x) = 21 - ! >0,VxeR

2+1 (2+1)Vx2+1
Rezulta ca f este convexa pe R.
(g) Calculam separat

1 1 1
f Va2 +1dx = fx’\/x2+1dx:x\/x2+1|(l)—fx( Va2 + 1) dx
0 0 0

1 2 1.2
1-1
\/Q_f * :\/i_f ¥Hl-1
0 Vxz+1 0 Vxz+1
1 1
\/E—f Vx2+1dx+f
0 0

dx

x2+1

1
\/§+ln(x+ Vx2+1)|(1)—f Va2 + 1dx
0

1
V2 +1In(1 + \/E)—f Va2 + 1dx

0
Privind la capetele sirului de egalitati, deducem

fl Vx2 + 1dx = V2+In+ V2)
2
0

Atunci

1 e ([ V2+4In(+ V2) -1
fof(x)dX—j(; VxZ + 1dx foxdx— >
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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