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CAPITOLUL 1

Varianta 67

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(@) Avem i'® +i1® = ()8 + (?)? = (-1)8 + (=1) = 1 -1 = 0. Deci partea reala este

(b) z=

(c) Panta dreptei date este 1 = 1. O dreapta este perpendiculara pe aceastdreapta

daca are panta m = —1. De exemplu, putem considera dreapta , sau

y = —x+ 2007

(d) lata chiar mai multe | (2,0), (-2,0), (0,2), (0, -2)

(e) Aducéand la acelasi numitor si simplificand cu © # 0, relatia se scrie 1 =
4a — 3b. Evident propunatorul asteapta sa-i dam raspunsul |z =b = 1| (va fi
de folos si la punctul urmator). Dar la fel de bine puteti alege |[a =4, b=5

din infinitatea de perechi (4, b) ce satisfac aceasta relatie.
(f) Folosind punctul precedent si identitatea furnizata avem,

sinE = sin(z—z)—sinE c:os.z—sinE cosE
12 3 4) 3 4 4 3
_ B V2 V2l |V6-Va
2 2 2 2 4

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.
(@) detA=3-2-1-a=[6-a
(b) AvemdetA >4 o 6-—na>4 o a<2 & ae Zn(—x2). Cel mai mare

element al acestei multimi este a = [1].
(c) Singura valoare a lui a2 pentru care matricea A nu este inversabila este 2 = 6.

. . . 13
Probabilitatea cautata este atunci .

(d) Prima rezolvare: Ridicand la patrat obtinem ecuatia 6 —a = (4 — a)?, care
se mai poate scrie 2> — 7a + 10 = 0. Radacinile acestei ecuatii patratice sunt
a; = 2 sia, = 5. Mai ramane sa verificam aceste solutii (prin ridicare la patrat
se pot introduce radacini!). Astfel se vede ca substituind 2, = 5 in ecuatia
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initiala obtinem V6 -5 = 4 -5, adica 1 = —1. Fals. Substituind a;, avem

intr-adevar o identitate, deci singura solutie este a = .

A doua rezolvare: Cum ni se cer doar solutii numere naturale, nici nu are

sens sa mai rezolvam ecuatia. Conditiile de existenta vor fi aproape de ajuns.

Din6-0=>0,4—-a>0siae N, avem astfel in mod necesar a € {0,1,2,3,4}.

Incercand pe rand aceste valori se observa ca singura solutie este a = .
(e) AvemdetA:Za@6—a:2a@6:3a®a:.

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.

(a) Pentru orice x € R, avem f’(x) = .
(b) f'(%)=-1+cos % =[-1]
fx) - f(0)

(c) Scriem limita sub forma — lim —————— si din definitia derivatei intr-un

x—0 X

punct, limita este | —f"(0) =0 |.
(d) Deoarece f este continua pe R si f(0) = 1, avem o limita de tipul 1° = .

1 1
(e)Lf(x)dx:(x—%z—cosx) = %—cosl

0

4. Subiectul III.

Rezolvare. Ne va fi utila observatia ¢ = (X — 1)(X - 2).
(@) Calculdirect: f-g=(X-3)(X*=3x+2) = X>-3X?+2X -3X*+9X -6 = L.

(b) Din teorema lui Bezout, restul este g(3) =3*-3-3+2 = .
(c) Polinoamele

h+g = fg+g=g(f+1)=(X*-3X+2)(X-2) = (X-1)(X-2)?
h-g = fg—g=g(f—1)=(X-3X+2)(X-4) = (X - 1)(X -2)(X - 4)
au evident ca radacini comune pe 1 si 2.
(d) Fie x, radacina intreaga comuna a lui g; Si q2. Atunci (q: + g2)(x0) = q1(x0) +
72(x0) = 0+ 0 = 0, deci q; + g, are radacina intreaga x.
Comentariu: Verificare banala si inutila caci acest subpunct nu este folosit
la restul problemei.
(e) Pentru orice a € Z, numarul g(a) = (a — 1)(a — 2) este numar par, fiind produs
de doua numere intregi consecutive.
(f) Polinomul P; se divide prin polinomul g = (X — 1)(X — 2) daca si numai daca
P5(1) = P5(2) = 0. Aceasta revine la sistemul

13—az-1-bs
23—613'2—b3

Il
o O
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Scazand din a doua ecuatie pe prima, obtinem 7 — a3 = 0, deci a3 = .
Substituind n prima ecuatie, deducem b; = [—6].
Comentariu: Acest subpunct este caz particular al punctului urmator.
(9) Polinomul P, se divide prin polinomul g = (X — 1)(X — 2) daca si numai daca
P,(1) = P,(2) = 0. Aceasta revine la sistemul
1"-a,-1-b, = 0
2"—a,-2-b, = 0

Scazand din a doua ecuatie pe prima, obtinem 2" — 1 — 4, = 0, de unde

a, =[2" —1]. Substituind Tn prima ecuatie, deducem b, =[2 —2"|.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(@) Pentru orice x € (0,c0), avem f/(x) = x' -Inx + x- (Inx)" = |Inx + 1},
. . C s 1 .

(b) Ecuatia f/(x) = 0 & Inx = —1 are singura radacina x; = > care este singurul
punct critic al lui f;. Cum f/(x) < 0, pentru x < x; si f/(x) > 0, pentru x > xi,
rezulta ca x; este un punct de extrem local, mai exact un punct de minim
local. .

(c) Deoarece f”(x) = . > 0, pentru orice x > 0, functia f este convexa pe (0, o).

(d) Integram prin parti :

e C e 3\’ 3
H(X)dx = ¥?Inxdx = ) nxde=2 Inx
fa(x)
1 1 1\ 3 3

f - x_3 128 +1
3 9|, | 9 [
(e) Observam ca pentru orice x > 1 avem f,(x) = x*Inx > xInx = fi(x). In-

e ¢ 3 1
(2
1 1 3 x

tegrand pe [1,¢] si folosind monotonia integralei, rezulta exact inegalitatea
din enunt.

(f) Avem f/(x) = nx" 'Inx + x"Inx = x"}(n + Inx). Ecuatia f,(x) = 0 are atunci
singura radacina strict pozitiva x,, = ¢~'/". Atunci lim x, = ¢° = .

n—o0

(9) Cu substituitia y = . si folosind apoi regula lui I'Hopital pentru o nedeter-
minare =, avem

1
lim fi(¥) = lim —In = — lim —
x—0 y—00 y” y y—o0 y”
1
V 1
= — 1 y = - 1 =
fim e =~ lim oo =[0]
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