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CAPITOLUL 1

Varianta 66

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(@) Simetricul punctului A(2,0) fata de O(0, 0) este punctul A’(-2,0).

2 ] 2 ] V22 2
(b) Avem +3l, :| +3l,|: 3 :.
3+ 2i [3+2i] /32422

(c) Functia cos este descrescatoare pe intervalul [0, g]. Deoarece 0 < £ < ¢ <7

rezulta |b = cos §{ > cos ¢ =a,|
(d) (V2)2 + (V2)? = 4, deci intr-adevar punctul A(V2, V2) apartine cercului de
ecuatie x> + y* = 4.
(e) Cu formula distantei (teorema lui Pitagora) rezulta

IABl = V(3 -12+(2-22+(1-3)2=2V2|

(f) Vectorii 7 Si W sunt ortogonali daca si numai daca produsul lor scalar este

zero. Avem
T W=0oa-1+1-2=0 & [a=-2]

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.

(@) Din Vx +2 = V2x + 1, prin ridicare la patrat, obtinem x+2 =2x+1 < x =1.
Trebuie sa verificam faptul ca rezultatul gasit satisface ecuatia originala. Or,
V1+2=2-1+1= V3. Am gasit asadar solutia unica [x = 1].

(b) log,8 —log,9=3-2=1€Z.

(c) Discriminantul ecuatiei de gradul doi este A = 1-4-(-2) = 9. Solutiile ecuatiei
sunt

~1-3 -1+3
=[{-2,1
x € T b={-2,1}

(d) Notand t = 4%, ecuatia 4* + 16* = 20 devine t + > = 20, sau t> + t — 20 = 0, de
unde t € {—5,4}. Ecuatia 4* = —5 nu are solutii reale, iar ecuatia 4* = 4 are

solutia unica [x = 1].
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(e) Examinand tabelul
n|l
3n |3
214
constatam ca inegalitatea 3n < 2" este satisfacuta de doua numere din cinci,

. . 2
anume n € {4,5}. Probabilitatea ceruta este |p = =

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
(@) |f'(x) =3 —cosx| VYx € R.

1 1 3X2
b dx = 3x — si dx = | —
()Lf(X) x fo( x — sinx) dx (2 +cosx)O

1

1
=|z+ 1|
5 COS

(c) Limita din enunt este tocmai derivata functiei f in x = 0, adica| f’(0) =3 — cos0 = 2|.

(d) Cu formula de la (a) observam ca f'(x) = 3 —cosx > 2> 0, Vx € R, agadar f
este strict crescatoare pe RR.

(e) Avem
22—
lim(\/n2+n— \/n2—n) = lim wAn- (-
e 1% A2 +n+ Vn? —n
[am amplificat cu conjugatul]
. 2n
= lim
=% V2 +n+ Vi —n
. 2
= lim

o \/1+%+\/1—%

[am dat factor comun fortat pe n atat la numarator cat si la numitor]

2
— 1:

= 197

4. Subiectul III.

Rezolvare.

@) f(0) =i+ (=) =2i"" =2 (-1)° =[-2]
(b) Coeficientul lui X'° este a;, = 1+1 =[2]. Coeficientul liber este 2, = f(0) = —2.
(c) Suma coeficientilor polinomului f este f(1). Avem

A=A +)°+ 1 =)0 =(1-1+2i)°+(1-1-2i)° =32 +32(—i)° = |0].

(d) £G0) = (i + i)'+ (i —0)"0 = 21010 = {1024]

(e) Folosim urmatorul rezultat auxiliar, pe care il si demonstram mai jos.

2
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Daca f € C[X] are proprietatea ca f(x) € R, Vx € R, atunci f € R[X] .

V [detalii]
Demonstram prin inductie dupa #, gradul polinomului. Pentru n = 0 propozitia este evident adevarata. Presu-

punand-o adevarata pentru n € IN, fie f € C[X] un polinom de gradul n + 1 ce satisface f(x) € R, Vx € R. Fie
f=ag+mX+.. .+ a1 X" Atunci ag = f(0) e R. Notand cu g = a; + @ X + ... +a,41 X", avem g(x) = fm\—_”“

Vx € R". Atunci g(x) € R*, Vx € R si e usor de vazut ca si g(0) € R (trecem la limitd). Deoarece are gradUI n,
conform ipotezei de inductie rezulté ca g € R[X], de unde si f = ay + gX € R[X], g.e.d.

Revenind la problema noastra, avem
f@)=@+)0+@=-)"=@+)0+@x+)" = @+)"+(x+1)°eR, VxeR,

deci f are toti coeficientii reali, g.e.d.
Acest subpunct poate fi demonstrat si prin calcul direct, fo losind bino-
mul lui Newton. Am vrut  Tnsa sa evitam acest lucru.

(f) Fie z € C o radacina a lui f. Atunci

|1O — illo

fz)=0 & (z+i)10:(z—i)10 =3 (z+i)10:—(z—i)10 = |z+1 |z —

de unde rezulta si |z + i| = |z — 1]

(g) Folosim punctul anterior. Demonstram mai mult, si anume, pentru z € C,
avem |z +i| = |z — i| daca si numai daci z € R. intr-adevar, fie z = 2 + ib, unde
a,beR. Atunciz+i=a+(b+1)isiz—i=a+ (b—1)i. Avem

Iz4i] = |z—i] © |z+i]* = |z—i* © a®+(b+1)* =a*+(b-1)> © b=0 & z=a€R.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(a) Avem | f"(x) = 2006(x + 1)2%° — 20061, Vx € R.

(b) f(0)=1-1=[0]si f/(0) = 2006 — 2006 = [0].

(c) Prima solutie. f este continua pe R. Deoarece f”(x) = 2006-2005(x+1)?%* >

0, Vx € R\ {0}, rezulta ca f este convexa pe R. Inegalitatea stricta nu e
necesara, insa o vom folosi mai jos. Oricum, nu strica sa fim precisi.
A doua solutie. Functia u — (u + 1)*% — 1 este strict crescatoare pe R,
fiind obtinuta prin compunerea a doua functii strict crescatoare: v +— v + 1 Si
w - w?—1. Prin urmare f’(x) = 2006 [(x + 1)*® — 1] este strict crescatoare
pe IR, deci f este convexa pe R.

(d) Am vazut la punctul precedent ca f’ este strict crescatoare pe R. Deoarece
£'(0) = 0, avem

£ {< 0 ,x€(~,0) .

>0 ,xe€(0,00)

Deci x = 0 este punct de minim global pentru f, de unde obtinem f(x) >
f(0) =0, Vx € R. Inegalitatea este stricta , exceptand originea.

3
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(e) Vom aplica regula lui I'Hopital succesiv de doua ori:
f(x) lim (x + 1)%% — 2006x — 1 2006(x + 1)°% — 2006

}E)rol x?2 T a0 x?2 :%g% 2x
2006 - 2005(x + 1)%%4 2006 - 2005 - 1
= lim 2(x i : = [1003 - 2005].
(f) Fie x > 0 fixat. Inegalitatea de la (d) aplicata numerelor t € [0, x] poate fi

scrisa si
(t+ 1) > 2006t +1, Vte][0,x].
Integrand pe intervalul [0, x] obtinem

f(t+1)2°06dt2f(2006t+1)dt,
0 0

adica (e 17 _1 ,

X+ - X

- L > ? C— 4

2007 22065
sau
(x + 1)*7 > 2007 - 1003x* + 2007x + 1,

g.e.d.
Observatie. Acest punct poate fi rezolvat si direct, folosind binomul lui New-
ton.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.




	Capitolul 1. Varianta 66
	1. Subiectul I.
	2. Subiectul II.1.
	3. Subiectul II.2.
	4. Subiectul III.
	5. Subiectul IV.


