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CAPITOLUL 1

Varianta 64

1. Subiectul 1.
Rezolvare.
(a) Folosind faptul ca > = -1 si i* = 1, obtinem

Z:i2004'i2+i2004'i2'i:—1—i
Atunci Re(z) = .
(b) Fie M mijlocul lui [BC]. Atunci
_XptXc _ 2+0 _ 2

21
- 2 2 2

ye+yc 0+4 4
= = =_=2
Ym 2 2 2

Deci M are coordonatele M(1,2). Mediana din A are lungimea

AM = (-2 =12+ (-2 -2 = V9 + 16 = [5]

(c) Deoarece cos x° = sin (90° — x°), obtinem cos 75° = sin 15°. Atunci cos? (75°)+
cos? (15°) = sin? (15°) + cos? (15°) =[1].

(d) Cercul cu centrul in origine si de raza 1 are ecuatia x> + y> = 1. Coor-
donatele punctelor de intersectie dintre dreapta si cerc sunt solutiile siste-

mului { xz-]iyz z 1 , adica x = 0,y = 1. Dreapta intersecteaza cercul

intr-un singur punct|, si anume A(0, 1) (dreapta este tangenta la cerc).

(e) Fie A(a,B),a,p € Z. Punctul A apartine cercului, deci coordonatele sale
verifica ecuatia cercului o? + g = 4. Din a, € Z rezultd ca o?, > € IN. Astfel,
suma a doua patrate perfecte trebuie sa fie 4. Singurele posibilitati sunt 0 + 4
si4+0. Obtinema = 0,8 = £2 sau a = +2, = 0. Raspunsul este deci
puncte de intersectie.

(f) Ecuatia dreptei date se scrie y = 3x — 2, deci are panta 3. Doua drepte sunt
paralele daca au aceeasi panta. Ni se cere astfel sa scriem ecuatia unei
drepte de panta 3. Putem lua de exemplu |y = 3x |.
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2. Subiectul 11.1

Rezolvare.

() Deoarece a = V8 si b = V9, avem a < b. Numéarul mai mare este deci[b].

(b) Pentru prima cifra a numerelor cerute avem la dispozitie 7 valori, si anume
{1,4,5,6,7,8,9}, iar pentru a doua cifra 8 valori, si anume {0,1,4,5,6,7,8,9}.
R&spunsul este deci 7 -8 = 56|,

(c) Din dubla inegalitate data obtinem

log,c>2=c>2"=4

log,c<3=c<2°=8
Tin&nd cont ca ¢ € Z, obtinem ¢ € {5,6,7} si numarul valorilor cerute este

deci [3].

(d) Folosim faptul ca [x] =k, k€ Z © x € [k, k + 1), obtinem

23—d €[2,3)2d€[6,9) &de [3,;)

Deoarece d € Z, avem |d € {3,4}|.

(e) Pentru un polinom de gradul trei f = ax® + bx* + cx + d, produsul radacinilor
este x;xx; = —§, deci este necesar si suficient sa luam % = —2. De exemplu,

f=x*-2|

3. Subiectul I1.2

Rezolvare.
(a) Pentru orice x real avem

, 202 +3) = 2x-2x [,
f (x) = (x2 + 3)? = | 73y

(b) Determinam punctele critice

fX)=026-2"=0x*=3 & x =+3]
Deoarece f’ schimba semnul in aceste puncte, ele sunt de extrem.
(c) Pentru x € (V3,), f/(x) < 0, deci f este strict descrescatoare pe [ V3, o).

Obtinem astfel £(V3) > £(2), deci|a > b].

(d) Deoarece gradul numitorului este mai mare decat gradul numaratorului, avem
lim f(x) = 0, deci dreapta de ecuatie |y = 0| este asimptota orizontala spre
X—00

00,
1 1 1 2 ’

(e)ff(x)dx:f x22x dx:f (o +3) dx=1n|x2+3||(1):1n4—1n3: ln%
0 0 0

+3 x2+3
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4. Subiectul III.

Rezolvare.
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(b) det(A") = (det(A))" =1"=1#0,Yn e IN*
(c) Cum det(A) =1 # 0, rezulta ca rangul matricei A este .

(d) Fie X = ( ;C g] ) € G. Relatia AX = XA, care inseamna

1 0\(x v) [x vy 10
11 N\z w)] |z w11
dupa calcule revine la
X y [ x+y vy
x+z y+w | \z+w w

Rezulta y = 0 si x = w. Noténd 2 = x Si b = z, avem
(3 7]
a

_[a
~\b
. o a 0\ a" 0 e :
(e) Fie a,b € R. Notam P(n) : b ool =\ et o ) Verificam pentru prima

valoare a lui n:
a 0 a 0
P(l)'(b a):(l-b-ao a)

relatie adevarata pentru 2 # 0. In cazul a = 0 avem o nedeterminare .
Presupunem P(n) adevarata si demonstram ca P(n + 1) este adevarata.

Avem
a 0\ a 0\'(a 0\ ( a 0\(aoO
b a b a b a |\ nba* ' a" b a

an+1 0
~ \ n+1Dba" o™t )
Deci P(n+1) este adevarata in ipoteza ca P(n) este adevarata. Cum P(1) este
adevarata, conform principiului inductiei matematice, P(n) este adevarata
pentru orice n > 1.
(f) Fie X € M,(R) astfel incat X" = A. Atunci AX = X"X = X" gi XA = XX" =
X", Deci AX = XA adica X € G.
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(g) Din punctul precedent rezultda ca o conditie necesara pentru ca X*7 = A,

este X € G. Din punctul (d) rezulta atunci ca X este de forma X = ( Z 2 )

a O 2007 - O
b a - 1
sau folosind punctul (e)

2007 0 10
(2007ba2006 a2 ):( 1 1)

. . 1 . 1 0
Rezultaa =1sib=——, adica X = .
! 5 2007 ( 20107 1 )

Ecuatia devine atunci

1
1

5. Subiectul IV

Rezolvare.
2c+1)-(2x-2) 4

(x +1)2 (e + 12

. 1
(a) Pentru orice x > 0 avem f’(x) = o g'(x) =

Rezulta £(1) =[1] ¢'(1) =[1]

(b) Pentru orice x > 0 avem

fx)>¢wx o % > a :—11)2 & (x+1)*>4x

e ¥-2x+120 (x-1220
relatie adevarata.

(c) Fie h:[1,00) = R, h(x) = f(x) — g(x) Yx > 1. Avem h'(x) = f'(x) — g’(x). Din
calculul de la punctul precedent rezulta ca h’(x) > 0,Yx > 1. Atunci h este
strict crescatoare pe intervalul [1, o). Deoarece h(1) = f(1)—g(1) =0-0 =0,
rezulta /i(x) > 0, Yx > 1 si solutia inecuatiei este |[1, )|,

(d) Aplicand regula lui LHospital pentru un caz de nedeterminare =, obtinem

(e) Integram prin parti

2 2 2
f fx)dx = f Inxdx = f x" Inxdx
1 1 1

2
_ xlnxﬁ—fxédx:zlnz—xﬁ:

(f) Integram inegalitatea de la punctul (c) pe intervalul [1,2] si folosind monoto-
nia integralei obtinem exact inegalitatea ceruta.

4
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(g) Prima rezolvare. Calculam mai intai

2 2.1 2 5
flg(x)dx = 2]1‘ x+1dx:2f1 (1—m)dx

= 2x—Infx+1)f =2-4In3+4In2
Vom arata acum ca inegalitatea de la (f) este stricta. Pentru aceasta revenim
la functia / de la (c). Am vazut ca h este strict crescatoare pe [1, o). Atunci

h(x) > 0, Yx € (1,2]. In consecinta, cum / este continuad, pozitivasi nu identic
2 2

nula, rezulta céf h(x)dx>0<:>f f(x)dx>f g(x) dx.

Folosind acum1 si punctul (e), inégalitatea prelcedenté devine
2In2-1>2-4In3+4In2 & 4In3>3+2In2
& In3*>Ineé’ +1n2?
& In81 > In4é®

& 81> 4¢°
QED
A doua rezolvare. Cei care prefera sa memoreze ca e = 2,7182... si in
special faptul ca e < 2,72, pot apoi sa scrie 4 -¢> <4-2,723 =4.20,123648 =
80,494592 < 81, QED.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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