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CAPITOLUL 1

Varianta 62

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(@) sing +cosmt=1+(-1) :@
(b) Cum 52 + 122 = 13?2, triunghiul este dreptunghic cu ipotenuza de lungime 13.

. o . o . . .. |13
Atunci raza cercului circumscris este jumatate din ipotenuza, adica | —
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(c) Aria triunghiului ABC este data de formula S = unde
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Prin urmare, aria este S = - = .
(d) Cu formula uzuala (teorema lui Pitagora), distanta este

IAB| = \/(2-1)2+ (0 -3)2 =| V10

(e) Cum modulul unei fractii este dat de raportul modulelor obtinem

1 —2i| \/12 + ( )2 n
R+ A2
(f) Folosind formula lui de Moivre, numarul complex se scrie sub forma

15-m .. 15-m
+isin

'1—21‘
2+1

15
T, .. .
(cos§+zsm§) = COS =cosbn+isinbn =-1+i-0= -1,

deci partea sa real3 este [ —1].

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.

(@) Un numar de forma +/n, cu n € IN, este numar rational daca si numai daca n
este patrat perfect. Intre cele 123 de numere de la 1 si 123 exista 11 patrate
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perfecte, anume 1 = 12,4 = 22,9 = 3?,...,121 = 11%2. Deci probabilitatea
11
P= 103
(b) Comentariu. Ar fi fost de preferat ca enuntul sa fie mai clar. Banuim ca
propunatorul s-a gandit la:
Sa se determine céte elemente are multimea {1,3,5,...,23} formata din
termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
Pentru acest enunt, raspunsul este , caci avem elementele 1 =2-1 —
1,3=2-2-1,5=2-3-1,...,23=2-12-1.

ceruta este

1\ . 1\

c) Deoarecea =log: 8 =log, (=] =-3sib=1log,9=1log,|=] =-2,este
(c) D 1g28 lg22 3sib 1g39 lg33 2

clar ca|a < b).

5! 3-4-5
- 3 _ _ _ - -

(d) O multime de 5 elemente are |C; | = T submultimi de 3

elemente.

(e) Toate cuvintele de forma ceruta sunt bacul, baclu, lbacu, ubacl, lubac,ulbac,
deci [6] cuvinte.

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.

(@) Functia f(x) =|(x —2)?|, are derivata f’(x) = 2(x — 2), Yx € R, deci are propri-
etatea ca f(2) = f'(2) = 0.

(b) Sirul (a,),en-, definit prin a,, = |2 + % , Yn € IN*, este neconstant si are limita
2. Un alt exemplu care satisface cerintele enuntului este sirul (b,,),en-, definit
prin b, =1 \ si|b,=2,Yn>2 ‘ Acest sir este neconstant (este stationar!) si
are limita 2.

(c) Deoarece lim f(x) = lim 2 = lim 2 = 2 = 2, dreapta de ecuatie

xX—00 x—oo X2 + 1 x—><>o1+xl—2 1+0 '

y = 2| este asimptota orizontala la graficul lui f catre co.

. o 1 : .
(d) Functia constanta f : R — R, f(x) = , VYx € R evident satisface

1
1
I) f(x)dx = i

(e) Avem f’(x) = 3x?, Vx € R si f”(x) = 6x, Yx € R. Pentru x < 0 avem f”(x) <0,
deci f este concava pe (—oo,0] si pentru x > 0 avem f”(x) > 0, deci f este
convexa pe [0, o).



6-5-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(a) Cum toate liniile matricei sunt identice, determinantul lui E este @ iar rangul

este[1]
11 1)1 11 333

(b) Prin calcul direct E>2=|1 1 1|1 1 1|=|(|3 3 3]||=3E

11 1J)11 11 333

(c) Am vazut la punctul precedent ca E? = 3E. Demonstram prin inductie ca
E" = 3"'E, ¥n € IN*. Verificarea pentru n = 1 este evidenta E' = 3" - E, iar
pentru n = 2 avem conform (b) E? = 3E. Prespunem ca E" = 3""'E. Atunci
Evl = E".E =3"'E-E = 3" .E? = 3" .3E = 3"E. Conform principiului

inductiei, E" = 3"'E, ¥n € IN". In particular, E*" = .

1 0 -1
(d) De exemplu, (| 0 0 O (|

-1 0 1
(e) Orice matrice din G are 9 elemente, fiecare din ele putand fi alese in 3 mo-

duri, G contine elemente.

(f) Fie A € H. Faptul ca EA = O3 este o consecinta a faptului ca suma elemen-
telor pe fiecare coloana a lui A este 0. Faptul ca AE = O; este o consecinta
a faptului ca suma elementelor pe fiecare linie a lui A este 0.

(g) Cum AE = EA, putem folosi binomul lui Newton si avem (E + A)*%7 = E2007 4
CLEMA + C2E296 A2 + | + CTEA20%  A2007 — F2007 1 A2007 " cAci fiecare din
termenii care contine un produs EFA7 cu p,q € IN* este nul conform (f).

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

(a) Pentru orice x € R, avem f’(x) = =f(x)sig(x)=f(x)-1= .
(b) Punctele critice ale lui ¢ sunt date de ecuatia ¢'(x) =0 © ' =1 e x = 1.
Cum pentru x < 1 avem g’(x) < 0, rezulta ca g este strict descrescatoare

pe (—co,1] si cum pentru x > 1 avem g’(x) > 0, rezulta ca g este strict

crescatoare pe [1,c0). Prin urmare, este punct de minim global al
functiei g.

(c) Am vazut la punctul precedent ca g este strict descrescatoare pe intervalul
[1, c0). Atunci g(x) > g(1) = 0, pentru orice x > 1.

x—1 _ x—1
309 S '(e x):l—lim 1 Jim — =

x—o0 eX—1 x—o0 pX—1

ex—l eX—l

(@) Jim & = lim === = lim

1-0= . In final am folosit regula lui 'Hopital pentru o nedeterminare 2.
(e) Verificarea. Pentru n = 0 avem din ipoteza, x, = a > 1.

Pasul de inductie. Presupunem ca x,, > 1. Atunci x,,,1 = f(x,) = e ! > ¢!l =

1. Conform principiului inductiei matematice, demonstratia este incheiata.

3
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(f) Fie n € IN. Stim de la punctul precedent ca x, > 1. Atunci folosind punctul
(c), avem x,41 — x,, = f(x,) — x, = g(x,) > 0. Prin urmare, sirul (x,),en- €Ste
strict crescator.

(g) Vom avea nevoie de urmatoarea

Lema. Fie ¢,¢ : [a,b] — IR, doua functii continue astfel ca ¢(x) > (x),
b

Vx € (a,b). Atunci f (x)dx > f P(x) dx.

Demonstratia lemei. Conform teoremei de medie pentru integrale, exista

un punct ¢ € (a,b) astfel ca f (P(x) = P(x))dx = (b — a)(p(c) — P(c)). Cum

c € (a,b) avem ¢(c) — Y(c) > 0, iar de aici rezulta afirmatia din enunful lemei.
Revenim la rezolvarea punctului (g). Conform punctului (c) avem ¢! >

< — pentru orice x > 1. Vom aplica lema
x+el o 2x

precedenta pe intervalul (1, e) pentru ¢(x) = 21_x Si P(x) =

fx+eX1 f—dx— Inx
1

X e x+e > 2 o

= Obtinem

| 1
1—E(lne—ln1)—§.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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