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CAPITOLUL 1

Varianta 60

1. Subiectul I

Rezolvare.

@) re(2 — i) =re(4—1—4i) = 3]
(b) Cuformula distantei (teorema lui Pitagora) obtinem |AC| = \/(7 —-6)2+(6-7)=

V2|,
(©) cos =+ cos & = ﬁ+1 = V3+1
6 3 2 2 2 |
(d) Simetricul punctului A(2,2) fata de axa Oy este punctul A’(-2, 2).
A 1 67 3
(e) Aria triunghiului este S = —,unde A=1|1 5 5| =3. Deci|S=—|
.y 17 6 2
) Punctul (2,1) apartine elipsei deoarece coordonatele sale Ti verifica ecuatia:
22
) + - = 1. Prin dedublare, ecuatia tangentei in acest punct la elipsa este
2.x 1.y 1 1
?4‘721 =4 Zx+5y:1'
2. Subiectul II.1.
Rezolvare.

(a) Elementul 3 este inversabil in Z,, inversul s& fiind 3! = 3. Atunci

3= o £=3.% H

(b) Avem (f o @)(3) = f(g(3)) = f(3—2) = f(1) =12 =

(c) Rezolvam ecuatia descompunand in factori membrul stang:

A -3x242=0 6 P®-1DE*-2)=0 o |xe{-1,1,—-V2, V2)

(d) Prima solutie. Notand cu t = 2* ecuatia devine
t+P=0 © P+t-10=0 & £ -8+t-2=0 & (t-2)(P +2t+5)=



2-3-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

Factorul patratic este ireductibil, deoarece are discriminantul negativ: A =
4-20=-16. Rezultd t = 2, sau 2* = 2, de unde [x = 1].
A doua solutie. Functia u(x) = 2* + 8" este strict crescatoare pe IR, deci

injectiva. Ecuatia se rescrie u(x) = u(1), de unde .
(e) Examinand tabelul

nll 2 3 4 5
3"13 9 27 81 243
n|1 8 27 64 125
constatam ca 3" > n® pentru n € {1,2,4,5}. Probabilitatea cautatd este
4
P=5¢
3. Subiectul II.2.
Rezolvare.
(@) Avem | f'(x) =e* + 1}, Vx € R.
(b)
! ! X2 ! 1
f f(x)dx:f(e"+x+1)dx: e+ —+x| =le+ =]

(c) Limita din enunt este tocmai derivata functiei f in x = 0, adica| f'(0) = 2.
(d) Studiem semnul derivatei a doua a lui f. Avem f”(x) = ¢* > 0, Yx € RR,

asadar f este convexa pe RR.
(e) Vom da factor fortat pe »* atat la numarator cat si la numitor. Obtinem

8n2 +5 8+ 840
= i o =[4]
w2247 w245 240

4. Subiectul III.
Rezolvare.

O)ZIzeG.

(@) Pentrua =1 € (0,0) si b =0 obtinem (Z 1

(b) Fie A = (Z (1)) B = (Z, (1)) € G. Reamintim ca a,a’ € (0, c0). Atunci

a 0\fa O aa’ 0
AB:(b 1)(b’ 1):(ba’+b’ 1)€G
deoarece aa’ > 0.

(c) Fie A = Z (1)) € G. AtuncidetA =a > 0.
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(d) Verificam propozitia

AeG = Aesteinversabildasi A~ € G.

intr-adevar, fie A = (g € G. Din punctul precedent, A este inversabila

0

1
_ - ; fa by . .. (1 0 .4 _[1/a O
iar detA = a. Dar A _(0 1) si A _(—b a)' Deci A _(—b/a 1] € G

deoarece 1/a > 0.

(e) Nu trebuie sa cautam acul in carul cu fan. Folosind formula de la (b), sin-
gura sansa pentru ca sa gasim doua matrici S,T € G cu ST # TS este ca
coeficientii lor de pe a doua linie si prima coloana sa fie diferiti. Cu alte cu-
vinte, cu notatiile de la (b), ar trebui ca ba” + b’ # b’a + b. Astfel, putem alege

a:Lbzlgw:ZmegthAﬁ%dméS:C(ng:G ﬁ

1 1 01
. 20 20
atunci ST_(2 1);&(1 1)_TS.

612

b+ ba

mFbA:Q1

4 0). Atunci A? = ( (1)) Demonstram usor prin inductie faptul

S a" 0 . .
caA" = (b(l Fat.. . +am 1), VnIN". V[detali

Propozitia este verificata pentru n = 1 si chiar n = 2. Presupunand-o adevarata pentru n € IN*, avem

a —

n O\fa O at+1 0
n+1 _ naA —
A B AA_(b(1+a+...+a”‘1) l)(b l)_(ba”+b(1+a+...+a”‘1) 1

a" 0
b +a+...+a" 1)
Conform principiului inductiei matematice rezulta ca propozitia este adevarata pentru orice n € IN*.

(g) Fie A = (Z (1)) € G sifie n € N*. Avem de rezolvat in G ecuatia X" = A. Fie

X = (; (1)) Cu formula de la punctul precedent avem

x = al/"

_ x" 0\ (a O
X _A(:)(y(1+x+...+x”‘1) 1)_(19 1)(:) b

YT aln + a2+ gDl

Am folosit implicit ipoteza a2 > 0, ceea ce face ca toate operatiile de mai sus

sa aibe sens.
5. Subiectul IV.
Rezolvare.
(@ | f(=1)=9|si|g(-1) =0
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(b) Pentru x = —1 ambrii membri sunt nuli. Pentru x # 1, formula (x + 1)(1 — x +
2 —x>+xt— ... +x% =" + 1 provine din suma unei progresii geometrice cu
noua elemente, de ratie —x ce are primul termen egal cu 1.

(c) Functia g este strict crescatoare pe R (deoarece derivata ei este ¢'(x) =

<0 ,x<-1

, g.e.d.
>0 ,x>-1 a

9x% > 0, Yx € R*). Deoarece g(—1) = 0 rezulta g(x) {

X
(d) Pentru x # —1 observam ca f(x) = % > ( deoarece, din punctul prece-

dent, numaratorul si numitorul din membrul drept au acelasi semn . Cazul
ramas se verifica direct: f(-1) =9 > 0.
(e) Prin verificare directa avem, pentru orice x € IR:
2x  3x*  4x° 9x8

F’(x):1—7+?—T+...+7:f(x)

(f) Combinand punctele (e) si (d), deoarece F'(x) = f(x) > 0, Yx € R rezulta
faptul ca F este strict crescatoare pe IR.

(g) O consecinta a punctului precedent este ca functia F este injectiv a. Dar
F este functie polinomial a de grad impar , prin urmare este si surjectiva,

g.e.d. v[detalii
F este surjectiva deoarece
(1) lim F(x) = —co.

(2) lim F(x) = co.
Cc—00
(3) F este continua pe IR, deci are proprietatea lui Darboux.
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