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CAPITOLUL 1

Varianta 3

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
@) z1+20 = (1+10) + (-1 +1) =[2i]
(b) |ACI = (=2 -22+ (2 - (-2))2 = |4 V2|
(c) Deoarece i* = -1 avem i* = 1,deci " +i®+i’ +® =i—1—-i+1 = 0. Partea
reald ciutata este [0

(d) Doi vectori directori ai celor doua drepte sunt U= (1,—1) respectiv T =
(a, —1). Cei doi vectori sunt perpendiculari daca si numai daca

U-T=06a+1=0 o [a=-1].

1 2 =21 1 2 =2

L o . A
(e) Arlatnunghlulwestedatadeformulau,undeA: 1 1 1(=|0 -1 3|=
2 1 -2 2| |0 -4 4

':411 i' =(-1)-4-3-(-4) = 8. Deci aria triunghiului este .

(f) Ecuatia cercului se scrie succesiv sub formele echivalente
P+ -2y=0 © ¥+ -2y+1=1 o *+({y-1>*=1°.

Evident, raza cercului este [r = 1].

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.
(a) Ininelul Zo avem 5-2 =10 =1, deci 5! = .

51—41 120-24
(0) 57— = —5— =[48]
(C)log9z:2<:>x:92:>0.

)3 -9 @ 3=3" & 2=2x & 2-2x=0 & |xe{0,2}]
(e) Deoarece 3! < 3> = 9 < 20 < 27 = 3° < 3% < 3° notam ca 2 din cele
5 elemente ale multimii satisfac inegalitatea din enunt. Deci probabilitatea

este z
5|
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3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

(a) Pentru orice x € R, avem f/(x) = 2" -In2|
=l—+1]

(b)
folf(x)dxzfol(zundx:(lixz+x)0 —

(c) Conform definitiei derivatei unei functii intr-un punct, limita este f'(0) = .

(d) Evident f’(x) = 2*-1In2 > 0, pentru orice x € R. Rezulta ca f este strict
crescatoare pe RR.

(e) Scotand factor comun fortat > atat la numitor cat si la numarator, obtinem

2512 +3 . 25+3% 2540 [25
m — = l1m = =|—.
n—co 212 —3 oo D — 3 2-0 2

n2

! 1

4. Subiectul III.

Rezolvare.

A < 11 10 21
(@) Intr-adevar A + I, = (0 0) + (0 1) = (0 1) =B

(b) Deoarece detA=1-0-0-1= @ rangul matricei A nu este maxim. Avand
un element nenul, rangul lui A este .
1 1\(1 1 11
2 _ —
© 47=1o oJlo 0o/={0 o
(d) Folosind repetat punctul precedent, obtinem

A2007 — AZ _AZOOS = A _A2005 — A2 . A2004 = ..

O demonstratie ultra-riguroasa se face prin inductie.

(e) Verificarea. Pentru n = 1 obtinem exact relatia demonstrata la punctul (a).
Pasul de inductie. Presupunem ca B" = I,+(2"—1)A. Atunci folosind punctele
(@) si (c) avem

B = B"-B=[L+@"-1A]|I, + A)
L+Q"-1DA+A+ (2" —1)A?
= L+2"A+(Q2"-1DA=L+ (2" -DA

Conform principiului inductiei matematice, afirmatia din enunt este demon-
strata.

(f) Matricea aA + bB + cl, are pe a doua linie, prima coloana elementul 0, deci
nu poate fi egala cu matricea C care are pe aceasi pozititie elementul 7 # 0.

(g) La punctul (d), de fapt am aratat ca A" = A, Yn € IN*. Fie n € IN*. Folosind
punctul (e), calculam

=A

X:A”+B”:A+Iz+(2”—1)A:12+2”A:(2 1 2).

0 1

2
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Atunci det(A” + B") = 2" + 1 # 0, deci matricea A" + B" este inversabila.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
. — 1
(a) Pentru orice x > 0 avem f’(x) = Sig'(@W=-7|
(b) Folosind formula cos? x = chﬂ, VYx € R, avem
: " ™1+ cos2x x sin2x\|" [=w
2 = 2 = _— = |- = | —
f;f(x)dx—f;cos xdx—ﬁ 5 dx (2+ n )E I
2 2 2 2
: "1 1 1 2 |1
C 2(x)dx = —dx = (——) =__ 4+ - ==
()f%g(x)xf%xzx =521

(d) Cum g este continua pe domeniul de definitie, graficul lui ¢ poate avea o

1
asimptota verticala doar in x = 0. Deoarece hrn 1 8(x) = lim — = oo, graficul

x—0t X
lui ¢ are ca asimptota verticala dreapta de ecuaye [x=0]
(e) Fiet € R six > 0. Atunci

cosx 1 1\?

+—2:(tcosx——) >0
X X

2 cos® x — 2t

(f) Fie t € R arbitrar. Integrand inegalitatea de la (e) (exact cum ni s-a “suflat”)
si folosind monotonia si liniaritatea integralei, obtinem

7T 7T
cosx cosx 1
tzf cos? x dx— 2tf f —dx—f (tzcoszx—2t ; +;)dx20
3 2 3 3

2

(g) Consideram functia de gradul doi /2 : R — IR, definita prin

h(t):tzf coszxdx—th 5% 4 f—dx

2
Conform punctului precedent, avem h(t) > 0, Vt € IR. Atunci discriminantul
acestei functii de gradul doi este mai mic sau egal cu zero. Explicitand,

obtinem
7T 2 7T 7T
4[f cosxdx) —4[f coszxdx)(f lzdx)so
fid X n o X

2 2 2
inegalitate care este evident echivalenta cu cea din enunt.

Observatie. Rezultatul de la ultimul punct se generalizeaza (urmand exact
ideile de mai sus) la urmatoarea inegalitate, valabila pentru orice functii inte-
grabile f si g pe un interval [a, b]:

b 2 b b
( f f(x)g(x)dx) < f f2(x) dx f g (x)dx .

3
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Aceasta importanta inegalitate este cunoscuta sub numele de inegalitatea
Cauchy—Schwartz sau Cauchy—Buniakowski—Schwartz.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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