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CAPITOLUL 1

Varianta 37

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Cu formula distantei (teorema lui Pitagora) avem

d(A,B) = [(3-0)> + (0 4)? = [5]

(b) Triunghiul OAB este dreptunghic cu unghiul drept in O. Atunci
.~ OB |4
sin OAB = B =15/

(c) Ariapap =

OA-OB 3-4
2 - 2 @ i
(@) 13- 92 = B—if = (Y32 + (-17) =[10]

(e) Fie h = d(O, AB). Scriem aria triunghiului OAB intr-un alt mod decat la (c):

AB-h o . h
Ariapap = — Substituind valorile cunoscute, avem 6 = 57 de unde

h=—]|.
5

(f) Cautam z de forma z = x + iy, cu x,y € R. Ecuatia se scrie z —z = 4i &
(x+iy)—x+iy=4i o x+iy—(x—iy) =4 © 2iy = 4i & y = 2. Putem lua

deci z = [0 + 2i, sau daca vreti un alt exemplu, z = 2007 + 2i].

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.
(a) Efectuam impartirea lui g la f.

X3+27| X?>+3X+9
-X3-3X?-9X X-3
—3X?-9X +27

3X?+9X +27
54

Obtinem catul X — 3 si restul .
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(b) Intre factori se gaseste ¢(-3) = (—3)° + 27 = =27 + 27 = 0, deci produsul este

(c) Conform primei relatii a lui Viete, x; + x; = —% = .

(d) Folosind acum ambele relafii ale lui Viete, avem x7 + x5 = (x1 + x,)* — 2x1X, =
(-3)2-2-9=[-9]

(e) Polinomul se poate scrie g = x° + 27 = (x + 3)(x* — 3x + 9) (am folosit formula
de calcul prescurtat pentru suma de cuburi). Cum discriminantul ecuatiei de
gradul doi x> =3x+9 =0 este A = (-3)>—4-1-9 = 27 < 0, aceasta ecuatie
nu are radacini reale. Deci doar una din cele 3 radacini ale lui g este real;

. o 1
probabilitatea cautata este 3l

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
(@) Pentru orice x € R, avem f'(x) = |2 —sinx|.
(b) Deoarece f(x) <2x+1si lim (2x+ 1) = —co, rezultd ca lim f(x) =[—co].
X——00 X——00
(c) Cum f’(x) =2 —sinx > 1 > 0, functia f este strict crescatoare pe IR, deci nu
are nici un punct de extrem.
(d) Prima rezolvare Observam ca avem un caz de nedeterminare % Aplicand

. : x)—1 2 —si
teorema lui 'Hopital avem lim /& =lim %ﬂx =[2]

x—0 X x—0

A douarezolvare Observam ca f(0) = 1. Atunci din definitia derivatei ntr-un

punct, lim w = f(0) =[2]

ill
=|—+
0 1

|
S}
>

(e) [}i f(x)dx = (xz + sinx)

(o)

4. Subiectul III.

Rezolvare. Sa observam ca M = {A € M,(C)|A = 'A}. Reamintim ca operatia
de traspunere are proprietatile ‘("A) = A, (A + B) = 'A + 'B si /(AB) = 'B'A pentru
orice A, B € M,(C).

(@) Avem O, = 'O, si I, = 'I,, deci I, O, € M.

(b) Cum (A +'A) = TA+(A) ="A+ A =A+"A, rezultd ca A +'A € M pentru
orice A € M,(C).

(c) Comentariu: Acest exercitiu ar fi trebuit schimbat la 19 februarie, fiind prea
confuz. Nu este deloc clar daca trebuie sa luam o matrice generica din
M,(C), sau una dupa plac. Suspectam ca ar fi trebuit sa fie A € M in
enunt. Ghidandu-ne dupa indicatiile oficiale (ce denota aceasi lipsa totala
de rigoare) “ghicim” urmatorul
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Enunt completat. Fie A = (7; Z) € My(C). Sa se calculeze det(A +'A) in

functie de m,n,p, q.

Rezolvare: det(A +'A) = nz-Tp nzt] P

(d) Fie A € M, ceea ce reamintim revine la ‘A = A. Atunci {(A?) ='ATA = A-A =
A?. Deci A? € M.

(e) Comentariu: lata inca un enunt neglijent . Ipoteza P € M este complet
inutila din moment ce se scrie chiar matricea. Esential este ca detP = 0 si
nu faptul ca P € M.

Cautam Q = (Z b) e M, Q # O, astfel icat

= 4mq — (n + p)?

c

4a-6b 4b—6c) _(0 0
PQ:OZ‘:’(—&H% —6b+9c):(0 0)'

Obtinem un sistem de 4 ecuatii cu 3 necunoscute,

4a —-6b =0
4 —-6¢c =0

—6a +9b =0
—6b 4+9c =0

. o - R . 3b
sistem al carui rang este 2. Alegem variabila principala b si atunci a = oL

2b . o . : .
c= 3 Pentru orice valoare nenula a lui b obtinem o matrice Q. De exemplu,

18 12

12 8

O solutie mai scurt a pe cazul cel mai general. Fie P € M,(C) o matrice
neinversabila. Atunci exista Q € M astfel incat PO = O,.

Rezolvare: Deoarece sistemul liniar omogen asociat matricii P are cel putin

ludnd b = 12, avem Q =

. o . X X . o
o solutie (x, y) nenula, alegem matricea R = (y y) care are proprietatea ca

PR = O,. Atunci Q = R'R € M, deoarece ‘O = (R'R) = /('R)'R = R'R = Q
si, Tn plus, PQ = PR'R = O,'R = O,. Ramane doar sa verificam faptul ca
P # O,. Or, elementele de pe diagonala ale matricii R sunt x> si %, care din
modul in care au fost alese nu pot fi simultan nule!
2007 0
0 —2007) €M
(g) De exemplu X =Y = —I,. Evident -1, € M si (—-L)(—-1,) = .

(f) De exemplu C = (
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5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(a) Aducand la acelasi numitor obtinem

4 (x+2)(x-2)+4 x*—-4+4

x+2+x_2: P — = f(x), Vx#2.
(b) Folosind forma de la punctul (a): f'(x) =|1 - 4 vk Vx #2
P R T I Tl

(c) Ecuatia este y — f(3) = f'(3)(x — 3), sau dupa substituiri, |y —9 = =3(x — 3)|.
Hopa! Am uitat, cumva, ceva? Da! Trebuie sa verificam faptul ca punctul
A(3,9) este intr-adevar pe grafic, fapt ce se dovedeste adevarat, deoarece

fG) == =09.
(d) Cautam o asimptota oblica de ecuatie y = mx + n. Avem

y f(x) i X2
= im —— =11m =
r—o0 X y—oo X2 — 2x

. Iy 4 1
11_1)2 [f(x) — mx] —11__‘52 [2+x_2]—2

Asimptota la graficul lui f catre +co este dreapta de ecuatie |y = x + 2|.

1

n

(e) Cum f"(x) = > 0 pentru orice x € (2, ), rezulta ca f este convexa

pe [2, o).

1 x2 1 1 5
(f)ff(x)dx:(—+2x+4ln|x—2|) = —+2—-4In2=|=—-41In2
0 2 0 2 2

(9) Folosind formula de la (b) vedem ca f’(x) este strict negativa pe (0,2) U
(2,4), deci in consecinta si pe intervalul [3,4). Functia este atunci strict de-
screscatoare pe [3,4], de unde 8 = f(4) < f(x) < f(3) = 9, pentru orice
x € [3,4]. Integrand aceasta inegalitati si folosind monotonia integralei, de-

(x—2)°

ducem 8 = f&ix < ff(x)dx < f9dx =9, ged.
3 3 3
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