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CAPITOLUL 1

Varianta 33

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Mijlocul segmentului [AB] este punctul de coordonate
Xa+Xp YA+ YB za+2zp\
( 2 7 2 7 2 )_

(2,2,2)

LT 1 13
(b) smg+tgz—2+1_!

(c) Deoarece (1+1i)* = 1+2i+i* = 2i,avem (1 +1)!° = (2i)° = 32, cu partea reala
egald cu [0].

(d) Coordonatele (x, y) ale punctului de intersectie (ipotetic, deocamdata) al ce-
lor doua drepte satisfac sistemul

x+y+3 =0 R x+y+3 =0 o —1+y+3 =O.
3x-y-1 =0 =

T2
“ . R 5 1
Asadar cele doua drepte se intersecteaza in punctul (_5’ ——) .

Al

(e) Aria triunghiului este S = S unde

1 -1 0| 1 -1 0] 5,
A=[1 2 1|=[0 3 1:'4 _1'——7,
1 3 1| [0 4 -1
7
deci|S == |
ecCl 5

(f) Punctul A(3«, 4) apartine cercului dat daca si numai daca

(Ba)*+ (4a)* =25 & 250° =25 & a*=1 & |ac{-1,1}|.

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(a) Numerele 100, x, 10 sunt in progresie aritmetica daca si numai daca x—100 =

10-x & 2x=110 & [x=55|
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(b) Functia n +— n! creste extrem de rapid. Va fi suficient sa calculam valorile ei
pentru valori mici ale lui n. Avem

M<2l<3l< 4! < 5 < 6! <2007< 7! <8!'<9!.
—— —— —— ——

=24 =120 =720 =5040

Prin urmare inegalitatea n! < 2007 este satisfacuta de 6 numere din 9, pro-

" : : y 2
babilitatea acestui eveniment fiind p = g =13}

(c) Notam cu t = 2*. Ecuatia devine > -2t -8 =0 & t € {-2,4}. Revenim la
necunoscuta x. Ecuatia 2* = —2 nu are solutii reale, iar ecuatia 2* = 4 are
solutia unica [x = 2].

(d) Conform teoremei lui Bézout, restul impartirii polinomului f = X°la g= X +1
este|r = f(-1) = -1|.

(e) log, (log3 9) =log,2=|1|e Z.

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.

(8) f(0) = -0 =[1]

(b) Pentru orice x € R, avem f'(x) =[¢* — 1].

(c) Se vede direct din formula de mai sus ca f’(x) > 0, Yx € (0, 0), deci f este
strict descrescatoare pe intervalul [0, o).

(d) Deoarece este f este strict crescatoare pe [0,00) avem f(x) > f(0) > O,

Yx € [0,0). In plus f este continua, deci aria regiunii considerate n enunt

este
1 1 x2
Lf(x)dx:ﬁ(e —x)dx:(e _E)

fx) e 1 y .1 e
(e) Deoarece — - = —; — — si pe de alta parte lim — = 0, rezulta ca limita din
X X X . X—00 X
. o O - : o
enunt are aceeasi natura ca si limita lim —. Pentru a calcula ultima limita,

x—oo X

folosim regula lui I'Hopital in mod repetat (atata timp cat avem de calculat o
limita nedeterminata):

e’ e’ e’

lim—:lim—:limE:.

X—00 xZ X—00 2_’x X—00
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4. Subiectul III.

Rezolvare. Inainte de a raspunde cerintelor problemei s& observam c&, deoa-
rece w+w =2Sslw-w = -1, numerele w si w sunt radacinile ecuatiei

¥-2x-1=0.

(@) Putemscrie 0 =0+0-v2,1=1+0-V2, w=1+1-V2sioa=1-1- V2,
deci {0,1, v, w} C H.
(b) Folosind observatia de la inceputul rezolvarii, avem
W -20w-1=0 & 0 =2w+1.

De asemenea,

W -20-1=0 & @0°=20+1.

Nota. Relatiile de mai sus se pot obtine si prin calcul direct:

=1+ V22=1+2V2+2=142(1+ V2) =2w +1.

(c) Fiex=a+bV2eHsiy=c+dV2eM,undea,b,c,de Z. Atunci

x+y:a+b\/§+c+d\/§:a+c+(b+d)\/§eH
De asemenea,

(@+bV2)(c+dV2)
= ac+ad V2 + bc V2 + bd( V2)?

= ac+2bd + (ad +bo)V2 € H.
(d) intr-adevar, w(-o) = (V2+1)(V2-1)=2-1=1.
(e) Rescriem identitatea de la punctul (b):

Xy

W =20+1 & w(-2+w)=1.

Deoarece -2 + w € H, rezulta w € G chiar din definitia multimii G.

() Multimea G Tmpreuna cu operatia uzuala de Tnmultire este grup comutativ
(subgrup al lui IR*). Acest fapt rezulta direct din punctul (c) (H este parte
stabild) si din definitia lui G. Reamintim ca w € G. De aici, ©" € G, pentru
orice n € N*. Cum w = 1+ V2 > 1, rezultd ca sirul puterilor naturale ale
lui w este strict crescator, deci aceste numere sunt doua cate doua distincte.
Asadar G contine o infinitate de elemente.

(g) Presupunem prin absurd ca «*"7 = Z unde p € Z, g € N".

3
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Prima solutie. Folosim binomul lui Newton. Avem

2007

w7 — (1+ \/5)2007 _ Z cr ( \/E)n
n=0

0 2 2006 1003
(C2007+C2007-2+...+C2007-2 )+

eQ’
+V2- (C§007 +Coppy "2+ ..+ Coppr - 21003) ,

e Q)

asadar «*"” ¢ Q, absurd.

A doua solutie. Introducem polinoamele f = X*%7 — g sig=X-2X-
1. Polinomul g este ireductibil peste Q, deoarece radacinile sale w, @ sunt
amandoua irationale. Pe de alta parte, f(w) = g(w) = 0. Fie h cel mai mare
divizor comun al polinoamelor f si g. Atunci gradul lui i este cel putin egal
cu 1, iar h € Q[X]. Fiind un divizor al lui g, din ireductibilitatea polinomului g
rezultd 7 = g. In consecintd, @ este o alta radicina a lui f. De aici rezulta
W7 = 5 = £, deci

1+ V227 = (1 - V2)27 =1+ V2| =]1- V2|,

absurd.
A treia solutie. Deoarece w # 0 rezulta p # 0, agsadar
. 1 2007
2007 _ (__) 1. 0.
w p

Aplicand eventual in mod repetat punctul (c) rezultd @ € H, deci exista

a,b € Z astfel incat @ = a + bV2. Deoarece am vizut cd @ € Q

rezultd b = 0 (altfel ar rezulta ca V2 este rational). Decia = @, de unde
la| = [@[*" < 1 (deoarece —1 < @ < 0). Fiind numar ntreg, rezultd a = 0 si de
—2007

aici @ = 0, adica @ = 0, absurd.
5. Subiectul IV.
Rezolvare.
. . 1
(a) Pentru orice x > 0 avem f(x) = [¢*|si ¢'(x) = 5}
(b) Avem
2 2 2x 2 4 2
x\2 oy € er—e
d = d = — =
ﬁ (%) dx [ e~ dx al 5
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f:gz(x)dx: f:%dx: (—%)

(d) Cum g este continua pe domeniul de definitie, graficul lui ¢ poate avea o

(c) Avem

ik

2 11
1

. o N N : .1 ,
asimptota verticala doar in x = 0. Deoarece lim g(x) = lim — = oo, graficul
x—0* x—=0t X

lui ¢ are ca asimptota verticald dreapta de ecuatie [x = 0],
(e) Fiet € R six > 0. Atunci

e 1 1\?
ﬁﬁ—%—+7:@%—)zo
X X X

(f) Fie t € R arbitrar. Integrand inegalitatea de la (e) (exact cum ni s-a “suflat”)
si folosind monotonia si liniaritatea integralei, obtinem

2 2 2 4 2 o1
tzf e2xdx—2tf —dx+f —zdx:f (tzezx—Zt—+—2)dx20
1 ;X ;X " X X

(g) Consideram functia de gradul doi / : R — R, definita prin

2 2 . 2
h(t)=t2f ez"dx—2tf e—dx+f lzdx.
1 1 X 1 X

Conform punctului precedent, avem h(t) > 0, Vt € IR. Atunci discriminantul
acestei functii de gradul doi este mai mic sau egal cu zero. Explicitand,

obtinem
2 o 2 2 2 1
4(f —dx) —4(f ez"dx)(f —de)so
1 X 1 1 X

inegalitate care este evident echivalenta cu cea din enunt.

Observatie. Rezultatul de la ultimul punct se generalizeaza (urmand exact
ideile de mai sus) la urmatoarea inegalitate, valabila pentru orice functii inte-
grabile f si g pe un interval [a, b]:

b 2 b b
( f f(X)g(x)dx) < f fA(x) dx f g (x) dx .

Aceasta importanta inegalitate este cunoscuta sub numele de inegalitatea
Cauchy-Schwartz sau Cauchy—Buniakowski—Schwartz.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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