BAC 2007
Pro—Didactica
Programa M1-2

Rezolvarea varianteil 27

versiune finala

Redactia Pro—Didactica

Suportul pe net:
http://www.pro-didactica.ro/



17-6-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

CAPITOLUL 1

Varianta 27

1. Subiectul I.
Rezolvare.
(@) [0Al = /[(1-0)>+(2-02 =| V5]
(b) O solutie sistematica consta din urmatorii pasi.
— Mijlocul segmentului [OA] este punctul de coordonate (%1)

— Panta dreptei OA este m = 2 = 2.
— Fiind perpendiculara pe dreapta OA, mediatoarea In cauza are panta
’ 1
m = -3

- 2. - -
— Ecuatia mediatoarei este

y—lz——(x——) & |2x+4y-5=0].

(c) Conditia |OA| = |OB| revinela V5 = V1+a?, saul+a>2 =5 © > =4 &
a € (-2,2}. Varianta a = 2 este eliminat prin ipoteza, deci|[a = —2],

(d) Raza cercului, calculatd deja la punctul (a) este » = V5. Ecuatia cercului
centrat in O si de razd 5 este |x> + 1> = 5|

(e) Avem

P2 B AP0 7 = A2ABHAEH6+T _ 28 (1-4)7 — .

Am tinut seama de formula i* = (-1)> = 1.
(f) arctg (cos0) = arctg1 = .

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.

(a) Din tabelul
ni01 23 4 5
|0 1 4 9 16 25
2"11 2 4 8 16 32

N

este satisfacuta de catre trei numere din

- . . . 1
sase, probabilitatea acestui eveniment fiind p = 2 = .

se constata ca inegalitatea 2" < n

1
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(b) Fie r > 0 ratia progresiei si fie x al doilea termen. Seria aritmetica consta
atunci din numerele x — r, x Si x + r. Prima conditie revine la
x-1rN+x+(x+r=9 © 3x=9 © x=3.
Cea de a doua conditie revine la
B-1-3-B+nN=15 o 9-r=5 e rr=4 o r=2.

(solutia negativa nu convine). Cele trei numere cautate sunt |{1, 3, 5} |.
(c) Conditia initiala de existenta este x > 0,x # 1. Folosim proprietatile de baza
ale logaritmilor:

log b= Tog, @ VYa,b € (0,00) \ {1}.

Atunci

Il
B
N—
Il
N

< | X

NI~

log 4=2 & =2 © log,x =

log, x

(d) Conditiile initiale de existenta sunt x > 0 six+2 > 0, adica x > 0. Prin ridicare
la patrat obfinemx +2 =x*> © x>*-x-2=0 & x € {-1,2}. Dintre aceste

valori convine numai [x = 2|.

(e) Valoarea minima a functiei de gradul Il f(x) = x> — 6x + 5 este

minf = f(2) = £(3) = [=4).

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare. O formula echivalenta a expresiei lui f este

2 x—1+4+2 2
f(X)—1+x_1— w1 —1+m, VxE(l,OO).
Cu aceasta ocazie, am raspuns si la punctul (d).
. 2
(a) Pentru orice x € (1, c0), avem f'(x) = —m .

(b) Se vede direct din formula de mai sus ca f'(x) < 0, Yx € (1, o), deci f este
strict descrescatoare pe intreg domeniul ei de definitie.

2 : . L :
(c) Deoarece lim f(x) = lim (1 + m) =1, graficul lui f admite catre co asimp-

tota orizontala de ecuatie |y = 1.
(d) Am facut deja aceasta observatie la Tnceputul rezolvarii.

3 3 ) 3
(e)f;f(x)dx:L(1+m)dx:(x+2ln|x—1l)|2:.
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4. Subiectul III.
Rezolvare. Pentrua,b € Q vom nota X(a,b) = (;b b).
(a) intr-adevar, [, = X(1,0) € G deoarece 12 —3- 0% = 1.

: a b - c d .
(b) Fie A = X(a,b) = (3b a) € Gsifie B=X(c,d) = (3d C) € G. Atunci

AB=[° b\(c d\_([ac+3bd ad+bc
“\3b a)\3d c| \3(ad + bc) ac+3bd] "

Mai mult, avem si
(ac+3bd)*=3(ad+bc)* = a*c®+9b*d*—3a*d*—3b*c* = (a*-3b*)(*-3d*) =1-1=1,

deci AB € G.
(c) Fie X = (?fb Z) € G. AtuncidetX =a-a—3b-b =a*-3b*> =1 # 0, deci X este

inversabila in IM,(Q).

(d) Continuand calculul inceput mai sus, daca X = (36117 Z) € G atunci det X =1,

e -b
X=X _(—317 a)'

deci

(e) Pentru numere diferite de trei, folosind numai programa de liceu, intrebarea
este sinonima cu cautatul acului in carul cu fan. Totusi, in cazul de fata, Mica
Sirena ne-a suflat exemplul

A= (2 1) €eG.

3 2

(f) Presupunand ca B = (36119 Z) € G, iara,b > 0, este trivial de aratat ca toate

puterile matricii B au toti coeficientii strict pozitivi . In particular, daca n €
IN* rezulta B" # I, (matricea I, are doi coeficienti nuli).
(g) Ideea decurge direct din propozitiile demonstrate la cele doua puncte prece-

dente. Fie A = (g é) Atunci A" # I,, Yn € IN*. Rezulta ca matricile

A A% A3, ...,

sunt doua céate doua distincte. ¥(detali
Presupunéand prin absurd contrariul, daca A" = A™, unde n < m, tindnd cont ca matricea A este inversabila,
rezulta A" = I,, ceea ce contrazice propozitia de la (f).

in plus, ele apartin multimii G (conform punctului (b)), deci G are o infinitate
de elemente.
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5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(a) Pentru orice x € R avem

(b)

, B 1
fix) = 1+ a2
1 x?
"(x) = ~1=|- .
f) 1+ x2 1+ x2

Functia f este strict crescatoare pe R deoarece f'(x) > 0, Vx € R.

(c) Functia g este strict descrescatoare pe R deoarece g'(x) < 0, Vx € R\ {0}

(d)
(€)

(f)

(9)

(punctul x = 0 In care ¢’ nu ia o valoare negativa este punct izolat).
O consecinta directa a punctului precedent este ca g este injectiv a. Deoa-
rece g¢(0) = 0, ecuatia g(x) = 0 are solutia unica x = 0.
Am vazut ca f este functie strict crescatoare pe IR. Deoarece ap = 1 > 0
rezulta a; = f(ap) > f(0) = 0. Aceasta idee aplicata Tn mod repetat (inductie!)
conduce la inegalitatile
a,>0, VnelN.

Dar g este functie strict descrescatoare pe IR. Atunci, pentru orice n € IN
avem

g@,) <g0)=0 & f(a,)—a,<© a1 = fla,) <a.
Deci sirul (a,),, este intr-adevar strict descrescator si marginit.

Este bine cunoscut faptul ca graficul functiei arctangenta admite catre oo

asimptota orizontala de ecuatie |y = g .
Folosim (din nou!) rezultatele de la punctele (b) si (c). Deoarece f(x) > 0,

VYx € (0,1] rezulta
1
f f(x)dx > 0.
0

in al doilea rand, deoarece g(x) <0, Yx € (0,1] rezulta

1
f g(x)dx <0.
0

Dar g(x) = f(x) — x,¥x € IR, deci

fg(x)dx—ff(x)dx—fxdx—ffx)dx——.

Combinand aceste fapte, rezulta

1
O<‘f0 f(x)dx < %,

g.e.d.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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