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CAPITOLUL 1

Varianta 24

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Produsul scalar este

T-W=3-2+2-(-3)=[0]

(b) Avem [DE| = /(0 - 1)2+[1 - (-2)2+ (2 - 3)2 = | V11|

(c) Punctul P(—4, 1) est pe hiperbola, deoarece coordonatele sale i verifica ecuatia:
(=4)> — 4 -1 = 12. Ecuatia tangentei prin P la hiperbola se obtine prin de-
dublare:

(-4)-x-4-1-y=12 © [x+y+3=0|

(d) Deoarece vectorii LT/I = (-1,1) si Z\_/KI = (-1,1) sunt paraleli (chiar egali),
punctele L, M si N sunt colineare. De fapt M este chiar mijlocul segmentului
LN.

(e) Stim ca sin% = 1. Alegand rezulta sin% = sin% = 1. Evident,
problema are o infinitate de solutii.
(f) Punctele A(1,2) si B(2,1) apartin dreptei x +ay + b = 0 daca si numai daca
coordonatele lor satisfac ecuatia dreptei. Obtinem sistemul
1+2a+b=0 1+2a+b=0 3+b=0
=3 =3
2+a+b=0 1-a=0

{b:—3
&
a=1

a=1

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(&) Suma din enunt este suma primilor zece termeni ai unei progresii aritmetice
cu primul termen a; = 2 si ultimul termen egal cu 20. Prin urmare

10 - (2 + 20)

24+4+...+20= =110}
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(b) Deoarece

Q»
=
Il
—
(@)
=
M M

. 9 3 1
probabilitatea ceruta este |p = c= 5]

(c) Din definitia functiei inverse (observam ca exista, desi nu ni se cere acest

lucru) rezulta
d=x © f=1 e 3x-2=1 o [x=1]

(d) Amandoi logaritmii au argumentul pozitiv, indiferent de x. Cum functia log,
este injectiva ecuatia devine

2% +7=x*+8 & ¥*-22+1=0.

Notand cu ¢ = x? obtinem ecuatia de gradul doi t* —2t+1 = 0, cu solutia unica

t = 1. Revenind la necunoscuta originala, din +> = 1 rezulta | x € {1, 1} |.

(e) Prima solutie. Deoarece orice radacina « a polinomului satisface a® = «,
conform relatiilor lui Viéete rezulta

0
x‘f+x§+x§:x1+x2+x3:—iz@.

A doua solutie.  Polinomul f se rescrie f = X(X — 1)(X + 1), agsadar are
radacinile {0,1,—1}. Suma cuburilor lor este, evident, zero.

Nota. Ideea primei solutii se poate aplica in cazul general, chiar si atunci
cand nu gasim factorizarea polinomului.

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
(@) Ni se cere sa gasim o primitiva a functiei x — x>. Alegem, de exemplu,
3
X
fx) = 3t
(b) Nu putem scoate din maneca o astfel de functie. O strategie viabila este
urmatoarea:

(1) Alegem la intamplare o functie neconstanta /.

(2) Calculam I = fol h(x)dx, tindnd degetele incrucisate ca nu cumva sa
obtinem [ = 0.

(3) Definim functia ¢ = #¥h, care este neconstanta deoarece /1 a fost
aleasa neconstanta. Din proprietatile de baza ale integralei avem fol Q(x)dx =
2007

Concret, fie hi(x) = x. Atunci [ = [ xdx = L. Luam g(x) = 4014x], Vx € R.

2
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(c) O functie de doua ori derivabila este concava pe R daca si numai daca a
doua derivata a sa este negativa pe IR. De exemplu, luam |/(x) = —x?|, Vx €
R. Atunci h”(x) = -2 <0, Yx € IR.
(d) O functie derivabila este strict descrescatoare pe R daca si numai daca
derivata sa este mereu negativa (exceptand o multime de puncte izolate).

Ludm de exemplu (adica 1’ cu notatiile de la (c)).

(e) Dam factor comun forfat pe »* atat la numarator cat si la numitor. Limita

devine
n?—1 1-3 1-0
Iim ——— =1i n — =11
w2 41+ 1 HI—%1+%+% 1+0+0
4. Subiectul III
Rezolvare.
(@ EclarcaA-A=A-AsiA-LL=1,-A.
. 1 0 .
(b) FleT_(0 0). Atunci

Pe de alta parte

o o7 o)=(s o)

deci TA # AT, adica T ¢ G.

(c) Avem
0 i\(0 i\_(A 0\__,
i 0J\i of"\o &)~ "
(d) Deoarece am vazut ca A> = —I, rezulta ca A>X = XA? = —X, VX € M,(C).

(e) Fie B =al, + bA. Avem

AB = A(al, + bA) = aA + bA?

BA = (al, + bA)A = aA + bA?,
deci intr-adevar AB = BA, adica B € G.

(f) Fie A = (;C y) € G. Egalitatea AY = YA se traduce concret in egalitatea de

FINEE
T

matrici
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ceea ce este echivalent cu z = y si t = x. Am obtinut ¥ = (; g) = xl, +

(—yiA, g.e.d.

(g) Deoarece det A = 0—i*> = 1 # 0, matricea A este inversabila. Dar pentru orice
n € IN avem det(A") = (det A)" = 1, deci toate puterile lui A sunt inversabile.
Nota. Matricile A" se pot calcula concret. Ele iau valorile A, —I,, —A, I, care
se repeta la infinit. Am ignorat in mod deliberat acest fapt. Ideea din solutia
prezentata functioneaza intotdeauna in cazul general.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

@) f'(x) =|Ina - % Vx € (0, o).

(b) | f(a) = 0|respectiv| f'(a) =Ina—1|

(c) Am vazut adineaori ca f(z) = 0. Ipoteza din enunt se mai poate formula
astfel: x = a este punct de minim pentru functia  f. Din teorema lui Fermat
rezultd f'(a) = 0, adicd Ina — 1 =0, sau[a = ¢|.

(d) Pentru a = e, cu notatiile de mai sus, avem

>0 ,x>e

f()_l__{<0 :x<e'

Prin urmare f este strict descrescatoare pe (0, ¢] respectiv stric crescatoare
pe [e, o0). Deci x = e este punct de minim global pentru functia f, iar valoarea
minima este min f = f(e) = 0. Inegalitatea f(x) > f(e), Vx € (0, o0) se rescrie
sub forma x —elnx > 0, sau x > In(x°), sau ¢* > x°, Yx € (0, =), g.e.d.

(e) Integrand pe intervalul [0, 1] inegalitatea de la (e) obpnem

fedx>fxdx

Am folosit proprietatea de monotoniei a integralei definite.

(f) Sa& ne reamintim de functia f(x) = x —eIn x studiata mai sus. Avem ¢* = x° &
x=e¢lnx & f(x)=0 & f(x)= f(e). Deoarece f este strict crescatoare pe
[e, 00) respectiv strict descrescatoare pe (0, ¢] rezulta x = e, g.e.d.

(g) Deoarece inegalitatea din enunt are loc pentro orice x € (0, o), Tn particular
este satisfacuta si de x = e. Avem

>+ o (e”—c€)+(eb—b€)§0

Din punctul (d) ambele valori dintre paranteze sunt pozitive. Avand suma
negativa, ele sunt in mod necesar nule. Am obtinut ¢ — ¢¢ = ¢’ — ¢ = 0, de
unde, aplicand propozitia demonstrata la (f) rezulta |b = ¢ = ¢|. Incheiem ob-
servand ca in acest caz inegalitatea este intr-adevar valida (fapt demonstrat
mai sus):

e+et =2 >2x=x"+x°, Vxe(0,00).
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Pro DiDACTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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