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CAPITOLUL 1

Varianta 23

1. Subiectul I

Rezolvare.

(a) Deoarece z = (1 +iV2)(1 —iV2) =1+ (V2)? = 3 rezultd [Re z = 3].
(b) Putem alege numarul n =|2|> V3 = tg Z.
(c) Un exemplu este | (x — 2)* + (y — 3)> = 12|,

(d) Mijlocul segmentului AB este punctul C(%, 27”’) Din ipoteza stim ca punctul

C are coordonatele (2,3), de unde obtinem %! = 2 respectiv

5 o3 o [p=4]

© sint  cosT
—CosT sinT

(f) Pentru x si y arbitrare avem

= sin® 7t — (— cos? 1) = sin® 71 + cos? 7T = .

sinx cosXx

detA =1|".
siny cosy

=sinxcosy — cosxsiny = sin(x — y).

Pentru ca A sa fie de rang 2 este necesar si suficient ca detA # 0. Putem
alege (de exemplu) x = Siy= @ cazin care detA =1 # 0.

2. Subiectul 11.1

Rezolvare.

(a) Dintr-un grup de 4 elevi putem alege doi in Ci = @ moduri distincte.

(b) Mijlocul segmentului [2,4] este a = 3. Daca g este o functie para arbitrara,
atunci f(x) = g(x — 3) satisface conditia ceruta, deoarece f(2) = g(-1) =
g(1) = f(4). Asadar, putem alege g(x) = x|, caz in care obtinem exemplul

f(x)=x-3], VxeR.

(c) Pe de o parte,
2’”>i ©2">272 & m>-2.

Pe de alta parte,

1 1
4’”<§ o2l o dm<-1 o m< =3
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Singurul numar intreg din intervalul (—2,—%) este .

(d) Suma radéacinilor ecuatiei de gradul doi x* — 4x + 2007 este egala cu 4.
(e) Eclar ca f(-1) = f(1) = 1. De altfel, functia f(x) = x> este para.

3. Subiectul I1.2

Rezolvare.

(@) Verificam prin calcul direct ca

2) — 1

1 B 1 :(x+ )—(x + ): 1  Vxelo,c).
x+1 x+2 (x+1)(x+2) (x+1)(x+2)
(b) Folosind identitatea de la punctul precedent gasim
1 1 —(x+2)*+ (x+1)° -2x+3
’ = - = = V .
SO = G T T GrDE+D) Grprap | TR El0)
. . . 1 1
(C) Evident J11_1;1’010 f(.'X) = ;l—l:lc;lo m = g = @
(d) Din punctul precedent rezulta ca |y = 0| este asimptota orizontala la graficul
lui f catre co.
(e) Avem
1 1
1 1
dx = ( - ) d
[}f(x)x L x+1 x+2)™

= (Inlx+1|—Inx +2))|

= In2-In3-(In1-1In2) = lnéL .

4. Subiectul III

Rezolvare. Ne vom simplifica in mod substantial munca daca consideram

functia ¢ : R — IR, definita prin ¢(x) = 1 + x. Evident ¢ este bijectiva si in plus
are proprietatea de morfism

OxAy)=1+xAy=1+x+y+xy=>1+x)(1+y) =Px)P(y), VYx,yeR.
Inversa ei este datd de ¢ '(y) =y —1, Yy € R.

(a) Fiex,y € A= (-1,00). Atunci ¢p(x) =1+x>0SiP(y) =1+ y > 0, deci

z = Pp(xAy) = ¢(x)P(y) > 0.

Prin urmare xAy = ¢'(z) =z -1 € (-1, 00) = A, g.e.d.

(b) Deoarece ¢ este izomorfism de la (R, A) la (R, -) rezulta ca A are aceleasi
proprietati ca si inmultirea obignuita a numerelor reale, deci este comutativa
si asociativa.
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(c) Deoarece 1 este elementul neutru fata de Tn multirea obisnuita, elementul
e = ¢7'(1) =[0] este elementul neutru al legii A. Tntr-adevar,

xAO=0Ax=x, VxelR.

(d) Restrictia morfismului ¢ la multimea A are imaginea tocmai (0, o), care este
grup in raport cu operatia de inmultire. Prin urmare (A, A) este un grup
izomorf cu ((0, ), -). Pentru orice x € A, simetricul sau este dat de formula

L 1) | 1
x_qbl(gb(x))_x+1_1

(e) Avem
xAx =3 © ¢(xAx) = p(3) & P(x)* =4.

Deoarece x > -1 & ¢(x) > 0 obfinem d(x) =2 & x=2-1=[1].
(f) Deoarece A este comutativa, avem

bAx=b, VxR & ¢(0)P(x) = Pp(b), VxR & ¢(b)[p(x) - 1] =0, VxR,

Deoarece ¢ ia cel putin doua valori (de fapt, o infinitate), ultima identitate

este echivalentd cu ¢(b) =0 & [b=—1].

(9) Folosind din nou morfismul ¢, avem

P(H) = $¢(=2007) - ... - (=2) - (=1) -(0) - ... - $(2007) = 0.
——
=0

Asadar ¢(H) =0 & .

5. Subiectul IV
Rezolvare. Functia f mai poate fi scrisa si sub forma

f(x)=xe"+e*, Vxek.

(a) Avem

(b) Din formula obtinuta mai sus constatam ca

) {>0 ,X € (—00,0) .

<0 ,x€(0,00)

Fiind si continua, functia f este strict crescatoare pe (—oo, 0] respectiv strict
descrescatoare pe [0, o). Prin urmare este punct de maxim global.

3
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(c) Avand o nedeterminare de tipul =2, folosim regula lui 'Hopital pentru calculul

limitei . .
X+ )
;an(x)—h_r)n = —%1_rﬂr>10€—x—0
Agadar dreapta de ecuatie | y = 0 | este asimptota orizontala catre co la grafi-
cul lui f.

(d) Deoarece am vazut ca f este strict descrescatoare pe [0, o), folosind si limita
de la punctul recedent, pentru orice x € [0, c0) avem

1= f(0)> f(x) > lim f(x) =0.
(e) Avem sirul de inegalitati echivalente:

1 1 1Y
y+-22 6 y-2+->0 & (\/_——) >0.
y y VY
Ultima inegalitate este triviala.
(f) Examinand mai indeaproape formula derivatei de la punctul (a), observam
ca f(x) =e™ - f'(x), Yx € R. Folosind si teorema Leibnitz—Newton, rezulta

1 1 1 1 1 3
f f(x)dx = f e‘xdx—f f'(x)dx = —e‘xo —f(x)|0 =12—-—1
0 0 0 e
(g) Folosind inegalitatea de la punctul (e), obtinem
e 1
P + f(x) = m+f(x) >2, VYxe]0,1].

Integrand ultima inegalitate pe intervalul [0, 1] (folosind deci monotonia inte-

gralei) rezulta
L 1 1
> =
fox+1dx+f(;f(x)dx_f02dx 2,

N —
_,_3
e
de unde
1
e 3
x> —,
fox+1 e
g.e.d.



15-6-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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